TEMA 1. LIMITES DE FUNCIONES. CONTINUIDAD

1. LIMITES DE UNA FUNCION EN EL INFINITO

El LIMITE DE UNA FUNCION EN x — +00 0 x — —oo es el valor al que se aproxima
la funcion cuando la x toma valores muy grandes (x — +0) o muy pequefios (x —

—OO),

1.1 GRAFICAMENTE

Ejemplos:

a)

/

e

-1

Jim Q) =-1
lim f(x) = +o0

X—+00

b)
{
Jim f(x) = —oo

lim f(x) =2
X—+o00

c)

\

/

d)

X—+00

\J/

lim f(x) = 4o
lim f(x) =+

lim f(x) = no existe
X——o00
lim f(x) = no existe
xX—+00

1.2 ANALITICAMENTE

Sia>0-> (+0)*=400. Sia<0 - (+0)%
=0
+00
Sia>1—>{_oo +oo
a > =0
+0o0
sio<a<1-{® =9
a +o00
Ejemplos:
a) lirP 5x3 =5-(400)3 = 45400 = 400
X—+ 00
b)  lim —5x3=-5-(4m0)3=—-5 40 =—w
X—+ 00

¢) lim —5x3=-5.(—00)3=-5:—00 =400

x——

o)

d) lim 5x3=5-(—00)3=+5-—00 = —00

X——00

e) lim 3x2=+43-(—0)?=+43-+0 = +©

x—=—

o)

f) lim —3x%2=-3:(-0)?=-3:40 =—-w

X——00
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gl lim Vxs = 3 (Fo0)s = ¥Fm = 400
h) lim 3% = {/=(Fe0)® = Y=o5 = —oo

) lim Y=x5 = {=(=e0)% = /= (~0) = Vo0 = +oo

j)  lim V=x3 =/—(+0)3 = \/—(+0) = Y=o = No existe

X—+o00

k) lim Vxb = [(=0)6 = /(+0) = oo
) lim S===0
m) lim x? = (+0)% = 4+
X—+00
n) lim 2¥ = (+2)**° = 400
X—+00

o) lim 3*=(+3)""=—==0
X——00

) Jim (5) = () =0

q) lim (l)x = (l)—oo =5 =40

x——co \5 5

2. OPERACIONES CON LIMITES

Los limites respetan las operaciones: si los limites existen, se pueden sumar, restar,
multiplicar, dividir y componer igual que las funciones.

lim [f(x) + g ()] = lim f(x) + lim g(x)

lim [£(x) - g(0)] = lim £() - lim g(x)

fim ~ lim g(x)
X—00

x| g(x)

f(x)l Jim £ (x)

lim log £ (x) = log| im £ (x)]

lim £ (x)
lim [g(x)]/® = [lim g(x)]"%°
X—00 X—00
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Eijemplo 1. Sea lim f(x) = +oovy lim g(x) = k,k > 0, calcula:
X—00 X—00
a) Im[f(0) +g(0)] = lim £0) + lim g(x) = +o0 -+ k = +oo
b) lim[f(x) - g()] = lim f(x) - lim g(x) = +00 - k = +o0

0] _ imfO) 4o
C) lim [ﬁ] = —gl_)rg)g(x) =% = 400

X—00

d) lim logf(x) = log [lim f(x)] = log(4+) = +o0
X—00 X—>00
, : lim £ (%) +00 sik>1
f&) = ol e
e) limlg(x)] [Jim ()| ke =07 Go0ken
Eiemplo 2. Sea lim f(x) = +ooy lim h(x) = —oo, calcula:
X—00 X—00

a) ;i_r)lgo[f(x) + h(x)] = ,}i_{&f(x) + 311_)1’2) h(x) = 4o + (—) = Indeterminaciéon

oo . 4
=T = — = Indeterminacién
);I_)I’Iolo h(x) —oo

h(x)

b) lim [f(x)] _ lmf0 4

X—00

S1. Ejercicios: pdg. 26, ej. 31, 32, 33, 34 (pdg. 9, ej. 1, 2; pdg. 10, €j. 3, 4)

3. COMPARACION DE INFINITOS

Cuando dos funciones crecen hacia infinito, comparar sus limites es comparar cudl de
ellas ‘corre’ mas rapido hacia el infinito.

e Una exponencial de base mayor que 1 es de orden superior que cualquier
potencia.
a* > x",cona>1

e Dadas dos exponenciales |la que tenga mayor base sera de orden superior.
a*>b*sia>bh

e Dadas dos potencias la que tenga mayor grado sera de orden superior.
x">xMsin>m

e Un logaritmo es de orden inferior que cualquier potencia.
x™ > logx

Eiemplo 1. Ordena de mayor a menor: x3, e*,+/x,log x, 17x2.
e* > x3 > 17x? > \x > logx

Ejemplo 2. Calcula estos limites:
. X3 3
a)llim==0 (2* > x°>)
x—00 2%

b) lim logx® _ (x > logx*)

x—00 X+5
+oo (x> Vx5)

c) lim =
x—»oo%_
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4. INDETERMINACIONES

. . . . . o 0
Existen 7 tipos de indeterminaciones: —, 0 - @, 00 — 0,17, -, 09,00

4.1 INDETERMINACIC)N%

CASO: x = 400

En una funcidn racional para calcular el limite cuando x = +0c0 comparamos el grado
del polinomio del numerador y del denominador.

_ P(x) o L
lim = — Indeterminacion

ot Q) | o0
(Sigradode P > gradode Q - lim = too

X—+00
im 20 = yim P ) grado de p dode(Q — lim =
im = lim — = igradode P = gradode Q —» lim = —
x—+00 Q(x) x—>+00 hxqd + --- 9 9 x>+ b
LSi gradode P < gradodeQ — lim =0
X—+00o
Ejemplos:
3x3+2x-1 . 3x3 +
a) lim ————= lim =—= 400
x—+00 10x24+7x+3 X—+00 10x2 +
. —3x3-5x%2-1 . -3x3 -3 -1
b) lim ————= =—=—
x—+oo 6x3-7x2 x—+oo 6x3 6 2
. 10x-3 . 10x
c) lim = =0
x—+400 —=5x%242 x—+00 —5x2
. 10x*+5x . 10x*  +
d) lim = lim =—=—00
x—+400 6—x3 x—4o00 —x3 -
CASO: x » —

Para calcular el limite cuando x = —oo calculamos lim f(x) = lim f(—x)
X——00 X—+00

Ejemplos:
a) lim 3x342x-1 .. 3(=x)3+2(=x)-1 _ . —3x3-2x-1 _ — _ o
x——0010x247x+3  x—o+40010(—x)2+7(-x)+3  x—o00 10x2—7x+3 +
. —3x3-5x2-1 ) —3(-=x)3-5(-x)%2-1 . 3x3-5x%2-1 43 -1
b) lim — = - = 1 = —— S ==
x—>—00 6x3-7x x—+00 6(—x)3-7(—x)2 x—00 —6x3—7x2 -6 2
. 10x*+5x . 10(—x)*+5(—x . 10x*-5x  +
c) lim — = —3()=l — =—-=+»
x—>—00 6—X x—>+00 6—(—x) x—>—00 6+X +
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4.2 INDETERMINACION 0 - o

Este tipo de indeterminacidn se transforma en la de tipo g agrupando las funciones

implicadas.
Ejemplo:
_ 5 2x3—4 ~ [10x3 —20\
lim{—-—— | =0-ondet = lim | —— | = — Indet =10
x>0 \x2  x+5 x—oo \ x3 + 5x2 o0

S2. Ejercicios: pdg. 26, ej. 35, 36, 37, 38a-c; pdg. 27, ej. 44 (pdg. 11, ej. 5, 7; pdg. 12,
ej. 8 9)

*pdg. 26, 38 ¢

4.3 INDETERMINACION o —

Al restar dos expresiones infinitas obtenemos = co — oo Indeterminacion

CASO 1. Raiz — raiz. Multiplicamos y dividimos por el conjugado.

Ejemplo 1: Calcula lim 5x3 — Vx* + 4x = 0 — o0 Indet = lim (5x3 — x2) = +o
X—00

X—+o00

Eijemplo 2: Calcula lirP (Zx —V9x?% + Sx) = 00 — o Indet = lir}l (2x — 3x) =
X—+00 X—+00

lim —x = —o
X—+00

Eiemplo 3: Calcula lim vx2 +x —Vx2+1 = oo — oo Indet =

X—+00

(P x =2+ 1) (VaZ+x +Vx2 + 1)

lim
x—+00 Va2 +x+Vx2 +1
2 2
y (VxZ+x) — (Vx2+1) . x2+x—x2-1
xoto 2 4 +Vx2 +1 xotoafx2 +x +x% +1
I x1 © Indet = —— = 1
= lim =—Indet =——=—
xotox2 £ x +Vx2+1 @ 1+1 2

Ejemplo 4: Calcula

xlir_nm\/xz +x—+/x2+1 =xlier\/x2 —x—+/x2+ 1= o0 — o Indet

- (Va2 —x—Vx2+1)- (Va2 —x +Vx% + 1)

Xt Va2 —x+Vx? +1
2 2
. (Vx2—x) = (VxZ+1) i x?—x—x?—-1
= lim =
xo=e x2 —x +x2+1 X032 — x +4/x2 + 1
S S SR G
= e T e et == 3
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CASO 2. Fraccidon — Fraccion. Reducimos a comun denominador.

2_ 4_ 2
Eiemplo 1: Calcula lim (x ax X Sx)

= 00 — oo Indet = lim (ﬁ_ﬁ):

x—+00 \ xX+3 T x243x x—+00 \ X x2
lim (x — 2x?) = —oo
X—+00
Eiemplo 2: Calcula
_ x? -3 x3 o (x*=3)-(x—1 —x3
lim — = 00 — o [Indet = lim
xo+o\ x +1 x2-—-1 x—+00 (x+D(x-1)
o o x3—x?—-3x+3—x3 . —x?*—-3x+3 o
= lim = lim ———— = —Indet = —1
xX—+00 x2—1 X—+00 x2 -1 (%)

Ejemplo 3: Calcula

. x? -3 x3 . x? -3 N x3 N
j— = = —0O0 (00]
oo\ T+ 1 x2—1)  xoteo\—x+1 x2—1

(x2=3)-(x+1D)+x3- (-1

= i
e —1-(x+ Dx—-1)
o ox3+x?—-3x—3-—x8 - x?-3x-3
= lim = lim ———— = —Indet = -1
xX—+00 —x?2+1 x>t —x2 41 o)

$3. Ejercicios: pdg. 13, ej. 10, 11; pdg. 15, ej. 14; pdg. 27, ej. 40, 43 a-d; (pdg. 30, ej. 2,
7; pdg. 31, ej. 20)

*pdg. 13, ej. 10 b, f, 11 f; pag. 15, ej. 14 a, b
4.3 INDETERMINACION 1%

Numero e

X
lim (1 + —) =e
X—00 X
Para calcular este tipo de limites existen dos métodos:
Método 1.
12 Comprobar que se trata de una indeterminacion de tipo 1.

29 Expresar la base de la forma (1 + m), dividiendo el numerador entre el
denominador.

32 Transformar la base en (1 + %)

..l
42 Introducir en el exponente el denominador de la base (1 + %) -
1

, . 1\"= . 1
52 Transformar en el nimero e: lim [(1 + :) ] = lim en

X—00 X—00
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Método 2.

Aplicar la formula que se deduce de los pasos anteriores:

Silim f(x) =1y lim g(x) = o0 = lim [f(x)]9® = e F()=119()
X—00 X—00 X—00

Ejemplos: Calcula los siguientes limites:

Método 1:
X241
a. (ﬂ) * = 1% Indet - Dividimos (x+D:(x+5)
xX—+o00 x+5 _4‘ 1
x%41 x%+1 x2x+1
I (x+1)x_l_ (1+ _4)x—1' 14— -
x—l>I—Poo x+5 _x—1>r—{¥loo x+5 _x—1>r-Poo x+5 B
—4
; —4 x*+1 ; —4x*—4
x+ g x+ 2
[ LSS r s 3
i P — = i _— = —4 = —
xl—l>I—Poo 1+x+5 xl—1>r+¥1m 1+x+5 € 64'
—4 —4
Método 2
4 . xX+5 . X+5—x—-2
b. lim (x_—l—S) * = 1% Indet = e%‘lﬁ‘o(m‘l)"“‘ = e;ﬁ‘lﬁ‘o( x+2 )-4x =
x—+00 \X+2

e%il?o(%)"‘x = e%g&(:‘%) = el?

S4. Ejercicios: pdg. 14, ej. 12, 13; pdg. 26, ej. 39 a-g; pdg. 27, ej. 45 (pdg. 30, €j. 4, 5,
10; pdg. 31, ej. 14)

*pdg. 14, ej. 13 e, f; pdg. 26, ej. 39 f; pdg. 27, ej. 45 c

5. LIMITES CUANDO x — nimero

5.1 LIMITE DE UN POLINOMIO

Para calcular el lim f(x), sustituimos x por c y
X—C

calculamos f(c). s

Eiemplo: Calcula el siguiente limite: b
lirr%(x2+5)=12+5=6
X—
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5.2 LiMITE EN UNA FUNCION “A TROZOS”

= Caso 1. Calculo del limite en el punto de ruptura
Calculamos los limites laterales:
Si lim f(x) = lim f(x) =1-limf(x) =1
X-Cc~ xX—>c+ xX—C
Si lim f(x) # lim f(x) =1 — No existe limite
X—Cc™ xX—>Cc+
= (Caso 2. Calculo del limite en otro punto cualquiera

En los tramos en que la funcidn no presenta salto no hace falta calcular limites
laterales, pues coincidiran.

Eiemplos: Calcula lim f(x),lim f(x), lim f(x)
x—>=2 x—0 x—1

Jim_fG) = |

xllm_ fx)=2

Ly -1 27
ylci_r)r} flx)=2

5.3 LIMITE EN FUNCIONES RACIONALES f(x)=P(x)/Q(x)

P(x) _ P(0)
CASO 1. Si al sustituir x porc, Q(c) # 0 - }HC 20 = 0

Ejemplo: Calcula

. x*—4 32 -4 5 1

lim = =— ==

x-35x+10 5-3+10 25 5
CASO 2. Si al sustituirx porc Q(c) = 0 = hm PO _ 4 o

(o]
cQ) —

Calculamos los limites laterales, sustituyendo en puntos muy préximos a ¢ por ambos
lados.

Ejemplo: Calcula

_ x2+3 12+3 4
lim = = -
x-»1x%2—-5x+4 12-5-14+4 0
lim f(x) 0,9°+3 (12,29) = +
= = = o0
m ) =59z "5 0914 ’
112+3
1 = =(—-14,5) = —
1mf(x) 51114 = (—14,5) 00
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CASO 3. Si al sustituir x por c Q(¢) = 0y P(c) = 0 — Indeterminacion %

- TIPO 1. Factorizamos por Ruffini y simplificamos.

- TIPO 2. Aplicamos la Regla de I'Hoppital.

Si lim fx) es una indeterminacién de tipo 2 y lim f,(x) =1[- lim fo _ l
x—a g(x) 0" x-ag'(x) x—a g(x)
TIPO 1
Ejemplo 1:
] x?—4 (=2)> -4 0
lim = — Indet

X2 x3 + 202 +5x+10 (=22 +2-(=2)2+5-(=2)+10 0

xX2—4=0->x=4-x=+tVhox=42->x2—4=(x+2)(x—2)
x34+2x2+5x+10=0

x>4+5=0->x2=-5->x=vV-5
x3+2x24+5x+10=(x+2)(x2+5)

. x?—4 (e +2)(x-2) x—-2  -2-2 -4
xlfgx3+2x2+5x+10_(x+2)(x2+5)_x2+5_(—2)2+5_ 9

S5. Ejercicios: pdg. 16, ej. 16, 17; pdg. 17, ej. 18; (pdg. 27, ej. 49, 51)

Ejemplo 2: Calcula
1

1
x2 + 1\x+1 2\0 lim [x2+1_1 1 lim [x2+1—1+x]. 1
llm — (_ — 100 Indet = ex—-1 1-x x+1 — ex—--1 1-x x+1
2

x>-1\ 1—x
2 2
x“+x] 1 . X%+x 0 . x(x+1) . x -1 1
lim [ xTkx 0 im XD X 1
= exl}lll T—x | %+1 = exot11-x2 = e0 Indet = ex>—1A-0)(1+X) = exll}llﬂ—x =2 = —
Ve
9
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TIPO 2. Regla de I’'Hoppital

si lim 2% es una indeterminacion de tipo 2 y lim f,(x) =1 > 1lim{% =
x—a g(x) 0" x-ag'(®) x—a 9(x)
Eiemplo : Calcula
o 2*—8 23-8 0 2% .In2
lim = = — Indet - L'H = lim = 8In2
x->3 X — 3 3—-3 0 x-3

S6. Ejercicios: pdg. 17, ej. 19; pdg. 27, ej 50 d, f; pdg. 51, ej. 28, 29; (pdg. 62, ej. 100
pdg. 63, ej. 5; pdg. 64, ej. 15, 19, 22; pdg. 65, ej. 23, 27, 33). *pag.17,ej.19b,d, e

6. CONTINUIDAD

Una funcion f(x) es CONTINUA EN EL PUNTO x = c si cumple:
lim f(x) = lim f(x) = f(c)

x—=c~ x—-ct

Existen tres tipos de DISCONTINUIDADES:

Discontinuad de salto infinito
lim f(x) =to0o0 lim f(x) = too
x—>c~ x-ct

U 7

lim f(x) = +oo lim f(x) = —eo

Discontinuidad de salto finito
lim f(x) # lim f(x)
x—>c~ x—ct

Discontinuidad evitable

lim f(x) = Tim_f(x) # f(c)

Y
e
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6.1 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION A TROZOS

Las funciones a trozos pueden ser discontinuas en los puntos de ruptura.

19 Calculamos los limites laterales y valor de la funcidn en los puntos de ruptura.

22 Clasificamos el tipo de discontinuidad.
Ejemplo 1: Estudia la continuidad de la siguiente funcién

x% -1 x<0
fx)=42x—-1 0<x<?2
x+5 x =2

Los puntos de rupturasonx =0, x = 2
x=0
lim f(x) =lim(x?—-1)=0 -1= -1
x—0~ x—0
lim f(x) =1limQ2x—-1)=2-0—-1=-1
x—-07t x—0
f(0)=02-1=-1
lirgl flx) = lil‘(l)1+ f(x) = f(0) —La funcidn es continuaenx = 0
x—0" X—
x=2
lim f(x) =limQ2x—-1)=2-2—-1=3
xX—-27 X—2
lim f(x) =lim(x+5)=2+5=7
x-2% x—2
f(2Q)=2+5=7
lirgl_ flx) + lil‘gl+ f(x) — La funcién es discontinua de salto finito en x = 2
xX— X—
Ejemplo 2: Halla el valor de k para que la funcién sea continua.
_(2x—=5 x<1
f(x)_{x+k x>1
La funcidn sera continua si se cumple:
lim f(x) = lim f(x) = f(1)
x—-1~ x—-1t
lim f(x) =lim(2x—-5)=2-1-5=2-5=-3
x-1" x-1
lim f(x) =lim(x+k)=1+k
x—-1t x-1
f(1)=2-1-5=-3
1+k=-3->k=-3-1->k=—-4-
La funcién sera continua si k = —4
S7. Ejercicios: pdg. 19, ej. 20, 22; pdg. 28, ej. 56, 61, 62 c-d

*pdg. 19, ej. 22 a, b; pdg. 28, ej. 62 ¢, d.

Clara Benedicto Baldonado
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6.2 CONTINUIDAD DE FUNCIONES RACIONALES f(x) = £
Las funciones de tipo f(x) = % son discontinuas en los valores que anulan el

denominador.
12 Igualamos el denominador a cero y resolvemos la ecuacion.

29 Estudiamos el tipo de discontinuidad sustituyendo la solucidn de la ecuacion en la
funcién.

e Sial sustituir Numerador # 0 — lim 222 =2mer0 _ 4 o

x-c Q) 0
La funcién es discontinua de salto infinito en dicho punto y es necesario

calcular los limites laterales.

e Sial sustituir Numerador = 0 - f lim Px

0 . . -
= - —Factorizamos, simplificamos
x—cC Q( ) 0

y volvemos a sustituir.

P(x) __ numero

o Silim—= — Discontinua de salto infinito.
xoc Q) 0
o Si hm% =numero — Discontinua evitable.
x—>c
Eiemplo: Estudia la continuidad de la funcién f(x) = xz_jfz
2-1 2 3 x=-1
La funcion es discontinuaenx =2y x = —1.
x=-1
lim f(x) (-1)°-2-(-1)* -3 Discontinug de salto infinit 1
= = e
xl)rflf x CDZ—(—D=2_ 0 iscontinua de salto infinito en x
(-1,1)%-2-(-1,1)?
li = = _
Am O =T cn-—z
(=0,9)° —2-(=0,9)?
1 =
Am ) = e = =09y -2
x=2
22-2-22 0 x2(x —2) _ x? 22

li = = - lim li = = —
=2 0 " e —e+D B G+D 2+1 3

Discontinua evitableen x = 2
S8. Ejercicios: pag.28, ej. 57, 58, 59, 62 a-b. (pdg.19, ej. 21)

*pdg. 19, ej. 21 c; pdg. 28, ej. 57 d; pdg. 28, ej. 58 a-c.
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7. TEOREMA DE BOLZANO

Si una funcién f(x), es continua en un intervalo [a, b] y signof (a) # signof (b) —
existe al menos un ¢ € ]a, b[ que cumple f(c) = 0.

Ejemplo:

a) Comprueba que la funcién f(x) = x3 + 2x — 2 cumple las hipétesis del Teorema
de Bolzano en el intervalo [0, 1].

b) ¢Eres capaz de reducir el intervalo en el que se puede aplicar el Teorema?

a) Al ser una funcién polindmica es continua en R y por tanto también en el intervalo
[0,1].

f(0O)=0342-0—-2=-2<0
f)=13+2-1-2=1>0
signo f(0) # signof (1) » 3c € 10,1[,f(c) =0

b) Resolvemos la ecuacién x3 + 2x — 2 = 0 - x; = 0,77 - Tomamos un nimero
mayor que 0,77, por ejemplo 0,8: (0,8) = 0,83 +2-0,8—2 = 0,112 > 0

Podemos reducir el intervalo a [0, 0'8]

CONSECUENCIA DEL TEOREMA

Si f(x) y g(x) son dos funciones continuas en un intervalo [a, b] tales que f(a) >
g@)y f(b) < g(b) — existe al menos un ¢ € |a, b[ que cumple f(c) = g(c)

Demostracion:

Si definimos la funcion h(x) = f(x) — g(x) = h(a) = f(a) — g(a) > 0,h(b) =
f(b) — g(b) < 0 — aplicando el Teorema de Bolzano 3 ¢ € la,b[/h(c) =0—->3c€
la,b[/f(c) —g(c) =0 - f(c) = g(c)

Eiemplo: Comprueba que las funciones f(x) = x2 — 2x + 3y g(x) = 3¥ se cortan en
un punto.

Dos funciones se cortan en un puntosi— 3¢ / f(c) = g(c).
Consideramos la funcién h(x) = f(x) — g(x) = x? — 2x + 3 — 3*.

Podemos afirmar que h(x) es continua en todos los reales y por tanto también en el
intervalo [0,1 ]

h(0)=02-2-0+3-3°=3-1=2>0
M) =12-2-1+3-3'=-1<0
signo h(0) # signoh(1) » 3¢ €]0,1[/h(c) =0 - f(c) = g(c)

S9. Ejercicios: pdg. 20, ej. 23; pdg. 21, ej. 27; pdg. 70, ej. 70, 73; pdg. 30, €j. 3, 6, 9;
pdg. 31, ej. 16, 24.
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7.1 TEOREMA DE DARBOUX o TEOREMA DE LOS VALORES INTERMEDIOS

Si una funcién f(x) es continua en un intervalo [a, b] = toma todos los valores
intermedios entre f(a) y f(b) en un intervalo |a, b|.

Es decir, dado cualquier valor m, tal que f(a) <m < f(b) »3c/f(c) =m

Eiemplo: Dada la funcién f(x) =

V7.
6?-5-6 3

[0 =——5 =3

82—-5-8 36

f(8) = ———=

o
z > 7

Aplicando el Teorema de Darboux existe un valor m € 16,8[/f(m) = V7.

$10. Ejercicios: pdg. 21, ej. 25; pdg. 31, ej. 26.

S11. Ejercicios: Repaso

Clara Benedicto Baldonado

i ~- brueba que existe un valor m € 16,8[/f(m) =
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  𝒙 → + ∞


  𝒙 → − ∞


  x → + ∞


  x → − ∞


     lim  x → − ∞ ⁡  f  ( x ) = − 1


     lim  x → + ∞ ⁡  f  ( x ) = + ∞


     lim  x → + ∞ ⁡  f  ( x ) = + ∞


     lim  x → − ∞ ⁡  f  ( x ) = − ∞


     lim  x → + ∞ ⁡  f  ( x ) = 2


     lim  x → + ∞ ⁡  f  ( x ) = 2


     lim  x → − ∞ ⁡  f  ( x ) = + ∞


     lim  x → + ∞ ⁡  f  ( x ) = + ∞


     lim  x → + ∞ ⁡  f  ( x ) = + ∞


     lim  x → − ∞ ⁡  f  ( x ) = n o   e x i s t e


     lim  x → + ∞ ⁡  f  ( x ) = n o   e x i s t e


     lim  x → + ∞ ⁡  f  ( x ) = n o   e x i s t e


  S i   a > 0 →      ( + ∞ )  a = + ∞ .           S i   a < 0 →    ( + ∞ )  a = 0


  S i   a > 1 →  {       a  + ∞ = + ∞      a  − ∞ = 0


  S i   0 < a < 1 →  {       a  + ∞ = 0      a  − ∞ = + ∞


     lim  x → + ∞ ⁡  5   x 3 = 5 ·    ( + ∞ ) 3 = + 5 · + ∞ = + ∞


     lim  x → + ∞ ⁡  − 5   x 3 = − 5 ·    ( + ∞ ) 3 = − 5 · + ∞ = − ∞


     lim  x → + ∞ ⁡  − 5   x 3 = − 5 ·    ( + ∞ ) 3 = − 5 · + ∞ = − ∞


     lim  x → − ∞ ⁡  − 5   x 3 = − 5 ·    ( − ∞ ) 3 = − 5 · − ∞ = + ∞


     lim  x → − ∞ ⁡  − 5   x 3 = − 5 ·    ( − ∞ ) 3 = − 5 · − ∞ = + ∞


     lim  x → − ∞ ⁡  5   x 3 = 5 ·    ( − ∞ ) 3 = + 5 · − ∞ = − ∞


     lim  x → − ∞ ⁡  5   x 3 = 5 ·    ( − ∞ ) 3 = + 5 · − ∞ = − ∞


     lim  x → − ∞ ⁡  3   x 2 = + 3 ·    ( − ∞ ) 2 = + 3 · + ∞ = + ∞


     lim  x → − ∞ ⁡  3   x 2 = + 3 ·    ( − ∞ ) 2 = + 3 · + ∞ = + ∞


     lim  x → − ∞ ⁡  − 3   x 2 = − 3 ·    ( − ∞ ) 2 = − 3 · + ∞ = − ∞


     lim  x → − ∞ ⁡  − 3   x 2 = − 3 ·    ( − ∞ ) 2 = − 3 · + ∞ = − ∞


     lim  x → + ∞ ⁡     x 5 3 =     ( + ∞ ) 5 3 =   + ∞ 3 = + ∞


     lim  x → + ∞ ⁡    −   x 5 3 =   −    ( + ∞ ) 5 3 =   − ∞ 3 = − ∞


     lim  x → + ∞ ⁡    −   x 5 3 =   −    ( + ∞ ) 5 3 =   − ∞ 3 = − ∞


     lim  x → − ∞ ⁡     − x 5 3 =   −    ( − ∞ ) 5 3 =   −  ( − ∞ ) 3 =   + ∞ 3 = + ∞


     lim  x → − ∞ ⁡     − x 5 3 =   −    ( − ∞ ) 5 3 =   −  ( − ∞ ) 3 =   + ∞ 3 = + ∞


     lim  x → + ∞ ⁡     − x 3 =  −    ( + ∞ ) 3 =  −  ( + ∞ ) =  − ∞ = N o   e x i s t e


     lim  x → + ∞ ⁡     − x 3 =  −    ( + ∞ ) 3 =  −  ( + ∞ ) =  − ∞ = N o   e x i s t e


     lim  x → − ∞ ⁡     x 6 =     ( − ∞ ) 6 =   ( + ∞ ) = + ∞


     lim  x → − ∞ ⁡     x 6 =     ( − ∞ ) 6 =   ( + ∞ ) = + ∞


     lim  x → + ∞ ⁡   1    x 2 =  1   ∞ 2 = 0


     lim  x → + ∞ ⁡   1    x 2 =  1   ∞ 2 = 0


     lim  x → + ∞ ⁡    x 2 =    ( + ∞ ) 2 = + ∞


     lim  x → + ∞ ⁡    x 2 =    ( + ∞ ) 2 = + ∞


     lim  x → + ∞ ⁡   2  x =    ( + 2 )  + ∞ = + ∞


     lim  x → + ∞ ⁡   2  x =    ( + 2 )  + ∞ = + ∞


     lim  x → − ∞ ⁡   3  x =    ( + 3 )  − ∞ =  1   3 ∞ = 0


     lim  x → − ∞ ⁡   3  x =    ( + 3 )  − ∞ =  1   3 ∞ = 0


     lim  x → + ∞ ⁡     (  1 3 )  x =    (  1 3 )  + ∞ = 0


     lim  x → + ∞ ⁡     (  1 3 )  x =    (  1 3 )  + ∞ = 0


     lim  x → − ∞ ⁡     (  1 5 )  x =    (  1 5 )  − ∞ =  5 ∞ = + ∞


     lim  x → − ∞ ⁡     (  1 5 )  x =    (  1 5 )  − ∞ =  5 ∞ = + ∞


     lim  x → ∞ ⁡   [ f  ( x ) + g ( x ) ] =    lim  x → ∞ ⁡  f  ( x ) +    lim  x → ∞ ⁡  g ( x )


     lim  x → ∞ ⁡   [ f  ( x ) · g ( x ) ] =    lim  x → ∞ ⁡  f  ( x ) ·    lim  x → ∞ ⁡  g ( x )


     lim  x → ∞ ⁡   [   f  ( x )  g ( x ) ] =      lim  x → ∞ ⁡  f  ( x )     lim  x → ∞ ⁡  g ( x )


     lim  x → ∞ ⁡   log ⁡  f ( x ) =  log ⁡   [    lim  x → ∞ ⁡  f  ( x ) ]


     lim  x → ∞ ⁡     [ g ( x ) ]  f ( x ) =    [    lim  x → ∞ ⁡  g ( x ) ]     lim  x → ∞ ⁡  f ( x )


     lim  x → ∞ ⁡  f  ( x ) = + ∞


     lim  x → ∞ ⁡  g  ( x ) = k ,   k > 0


     lim  x → ∞ ⁡   [ f  ( x ) + g ( x ) ] =    lim  x → ∞ ⁡  f  ( x ) +    lim  x → ∞ ⁡  g ( x ) = + ∞ + k = + ∞


     lim  x → ∞ ⁡   [ f  ( x ) · g ( x ) ] =    lim  x → ∞ ⁡  f  ( x ) ·    lim  x → ∞ ⁡  g ( x ) = + ∞ · k = + ∞


     lim  x → ∞ ⁡   [ f  ( x ) · g ( x ) ] =    lim  x → ∞ ⁡  f  ( x ) ·    lim  x → ∞ ⁡  g ( x ) = + ∞ · k = + ∞


     lim  x → ∞ ⁡   [   f  ( x )  g ( x ) ] =      lim  x → ∞ ⁡  f  ( x )     lim  x → ∞ ⁡  g ( x ) =   + ∞  k = + ∞


     lim  x → ∞ ⁡   [   f  ( x )  g ( x ) ] =      lim  x → ∞ ⁡  f  ( x )     lim  x → ∞ ⁡  g ( x ) =   + ∞  k = + ∞


     lim  x → ∞ ⁡   log ⁡  f ( x ) =  log ⁡   [    lim  x → ∞ ⁡  f  ( x ) ] =  log ⁡   ( + ∞ ) = + ∞


     lim  x → ∞ ⁡   log ⁡  f ( x ) =  log ⁡   [    lim  x → ∞ ⁡  f  ( x ) ] =  log ⁡   ( + ∞ ) = + ∞


     lim  x → ∞ ⁡     [ g ( x ) ]  f ( x ) =    [    lim  x → ∞ ⁡  g ( x ) ]     lim  x → ∞ ⁡  f ( x ) =   k  + ∞ =  {    + ∞                             s i   k > 1   0                     s i   0 < k < 1


     lim  x → ∞ ⁡     [ g ( x ) ]  f ( x ) =    [    lim  x → ∞ ⁡  g ( x ) ]     lim  x → ∞ ⁡  f ( x ) =   k  + ∞ =  {    + ∞                             s i   k > 1   0                     s i   0 < k < 1


     lim  x → ∞ ⁡  f  ( x ) = + ∞


     lim  x → ∞ ⁡  h  ( x ) = − ∞


     lim  x → ∞ ⁡   [ f  ( x ) + h ( x ) ] =    lim  x → ∞ ⁡  f  ( x ) +    lim  x → ∞ ⁡  h ( x ) = + ∞ +  ( − ∞ ) = I n d e t e r m i n a c i ó n


     lim  x → ∞ ⁡   [   f  ( x )  h ( x ) ] =      lim  x → ∞ ⁡  f  ( x )     lim  x → ∞ ⁡  h ( x ) =   + ∞  − ∞ = I n d e t e r m i n a c i ó n


     lim  x → ∞ ⁡   [   f  ( x )  h ( x ) ] =      lim  x → ∞ ⁡  f  ( x )     lim  x → ∞ ⁡  h ( x ) =   + ∞  − ∞ = I n d e t e r m i n a c i ó n


    a  x >   x  n ,   c o n   a > 1


    a  x >   b  x   s i   a > b


    x  n >   x  m   s i   n > m


    x  n > l o g x


    x 3 ,     e  x ,    x ,  log ⁡  x ,   17   x 2 .


    e  x >   x 3 > 17   x 2 >  x > l o g x


     lim  x → ∞ ⁡      x 3   2  x = 0           (  2  x >   x 3 )


     lim  x → ∞ ⁡     log ⁡    x 4  x + 5 = 0           ( x >  log ⁡    x 4 )


     lim  x → ∞ ⁡      5 x 2     x 5 3 = + ∞           (   x 2 >    x 5 3 )


   ∞ ∞ ,   0 · ∞ ,   ∞ − ∞ ,    1 ∞ ,    0 0 ,    ∞ 0 ,    0 0


   ∞ ∞


  x → + ∞


  x → + ∞


   lim  x → + ∞   P  ( x )  Q  ( x ) =  ∞ ∞   𝑰 𝒏 𝒅 𝒆 𝒕 𝒆 𝒓 𝒎 𝒊 𝒏 𝒂 𝒄 𝒊 ó 𝒏


     lim  x → + ∞   P  ( x )  Q  ( x ) =  lim  x → + ∞ ⁡    a   x  p + …  b   x  q + … =    {     S i   g r a d o   d e   P > g r a d o   d e   Q   →  lim  x → + ∞ = ± ∞    S i   g r a d o   d e   P = g r a d o   d e   Q   →  lim  x → + ∞ =   a  b    S i   g r a d o   d e   P < g r a d o   d e   Q   →  lim  x → + ∞ = 0


     lim  x → + ∞   P  ( x )  Q  ( x ) =  lim  x → + ∞ ⁡    a   x  p + …  b   x  q + … =    {     S i   g r a d o   d e   P > g r a d o   d e   Q   →  lim  x → + ∞ = ± ∞    S i   g r a d o   d e   P = g r a d o   d e   Q   →  lim  x → + ∞ =   a  b    S i   g r a d o   d e   P < g r a d o   d e   Q   →  lim  x → + ∞ = 0


     lim  x → + ∞   3   x 3 + 2 x − 1  10   x 2 + 7 x + 3 =  lim  x → + ∞ ⁡    3   x 3  10   x 2 =  + + = + ∞


     lim  x → + ∞   − 3   x 3 − 5   x 2 − 1  6   x 3 − 7   x 2 =  lim  x → + ∞ ⁡    − 3   x 3  6   x 3 =   − 3 6 =   − 1 2


     lim  x → + ∞   − 3   x 3 − 5   x 2 − 1  6   x 3 − 7   x 2 =  lim  x → + ∞ ⁡    − 3   x 3  6   x 3 =   − 3 6 =   − 1 2


     lim  x → + ∞   10 x − 3  − 5   x 2 + 2 =  lim  x → + ∞ ⁡    10 x  − 5   x 2 = 0


     lim  x → + ∞   10 x − 3  − 5   x 2 + 2 =  lim  x → + ∞ ⁡    10 x  − 5   x 2 = 0


     lim  x → + ∞   10   x 4 + 5 x  6 −   x 3 =  lim  x → + ∞ ⁡    10   x 4  −   x 3 =  + − = − ∞


     lim  x → + ∞   10   x 4 + 5 x  6 −   x 3 =  lim  x → + ∞ ⁡    10   x 4  −   x 3 =  + − = − ∞


  x → − ∞


  x → − ∞


     lim  x → − ∞ ⁡  f  ( x ) =    lim  x → + ∞ ⁡  f  ( − x )


     lim  x → − ∞   3   x 3 + 2 x − 1  10   x 2 + 7 x + 3 =  lim  x → + ∞ ⁡    3    ( − x ) 3 + 2  ( − x ) − 1  10    ( − x ) 2 + 7  ( − x ) + 3 =  lim  x → ∞   − 3   x 3 − 2 x − 1  10   x 2 − 7 x + 3 =  − + = − ∞


     lim  x → − ∞   − 3   x 3 − 5   x 2 − 1  6   x 3 − 7   x 2 =  lim  x → + ∞ ⁡    − 3    ( − x ) 3 − 5    ( − x ) 2 − 1  6    ( − x ) 3 − 7    ( − x ) 2 =  lim  x → ∞   3   x 3 − 5   x 2 − 1  − 6   x 3 − 7   x 2 =   + 3  − 6 =   − 1 2


     lim  x → − ∞   − 3   x 3 − 5   x 2 − 1  6   x 3 − 7   x 2 =  lim  x → + ∞ ⁡    − 3    ( − x ) 3 − 5    ( − x ) 2 − 1  6    ( − x ) 3 − 7    ( − x ) 2 =  lim  x → ∞   3   x 3 − 5   x 2 − 1  − 6   x 3 − 7   x 2 =   + 3  − 6 =   − 1 2


     lim  x → − ∞   10   x 4 + 5 x  6 −   x 3 =  lim  x → + ∞ ⁡    10    ( − x ) 4 + 5 ( − x )  6 −    ( − x ) 3 =  lim  x → − ∞   10   x 4 − 5 x  6 +   x 3 =  + + = + ∞


     lim  x → − ∞   10   x 4 + 5 x  6 −   x 3 =  lim  x → + ∞ ⁡    10    ( − x ) 4 + 5 ( − x )  6 −    ( − x ) 3 =  lim  x → − ∞   10   x 4 − 5 x  6 +   x 3 =  + + = + ∞


  𝟎 · ∞


   ∞ ∞


     lim  x → ∞ ⁡   (  5    x 2 ·   2   x 3 − 4  x + 5 ) = 0 · ∞   I n d e t =    lim  x → ∞ ⁡   (   10   x 3 − 20    x 3 + 5   x 2 ) =  ∞ ∞   I n d e t = 10


  ∞ − ∞


  = ∞ − ∞   𝑰 𝒏 𝒅 𝒆 𝒕 𝒆 𝒓 𝒎 𝒊 𝒏 𝒂 𝒄 𝒊 ó 𝒏


     lim  x → + ∞ ⁡  5   x 3 −    x 4 + 4 x = ∞ − ∞   I n d e t =    lim  x → ∞ ⁡   ( 5   x 3 −   x 2 ) = + ∞


     lim  x → + ∞ ⁡   ( 2 x −       x 2 + 5 x = ∞ − ∞   I n d e t =    lim  x → + ∞ ⁡   ( 2 x − 3 x ) =    lim  x → + ∞ ⁡  − x = − ∞ )


     lim  x → + ∞ ⁡     x 2 + x −    x 2 + 1 =   ∞ − ∞   I n d e t =


     lim  x → + ∞ ⁡     (    x 2 + x −    x 2 + 1 ) ·  (    x 2 + x +    x 2 + 1 )     x 2 + x +    x 2 + 1


  =    lim  x → + ∞ ⁡       (    x 2 + x ) 2 −    (    x 2 + 1 ) 2     x 2 + x +    x 2 + 1 =    lim  x → + ∞ ⁡      x 2 + x −   x 2 − 1     x 2 + x +    x 2 + 1


  =    lim  x → + ∞ ⁡       (    x 2 + x ) 2 −    (    x 2 + 1 ) 2     x 2 + x +    x 2 + 1 =    lim  x → + ∞ ⁡      x 2 + x −   x 2 − 1     x 2 + x +    x 2 + 1


  =    lim  x → + ∞ ⁡    x − 1     x 2 + x +    x 2 + 1 =  ∞ ∞ I n d e t =  1  1 + 1 =  1 2


  =    lim  x → + ∞ ⁡    x − 1     x 2 + x +    x 2 + 1 =  ∞ ∞ I n d e t =  1  1 + 1 =  1 2


     lim  x → − ∞ ⁡     x 2 + x −    x 2 + 1 =    lim  x → + ∞ ⁡     x 2 − x −    x 2 + 1 = ∞ − ∞   I n d e t


  =    lim  x → + ∞ ⁡     (    x 2 − x −    x 2 + 1 ) ·  (    x 2 − x +    x 2 + 1 )     x 2 − x +    x 2 + 1


  =    lim  x → + ∞ ⁡     (    x 2 − x −    x 2 + 1 ) ·  (    x 2 − x +    x 2 + 1 )     x 2 − x +    x 2 + 1


  =    lim  x → − ∞ ⁡       (    x 2 − x ) 2 −    (    x 2 + 1 ) 2     x 2 − x +    x 2 + 1 =    lim  x → ∞ ⁡      x 2 − x −   x 2 − 1     x 2 − x +    x 2 + 1


  =    lim  x → − ∞ ⁡       (    x 2 − x ) 2 −    (    x 2 + 1 ) 2     x 2 − x +    x 2 + 1 =    lim  x → ∞ ⁡      x 2 − x −   x 2 − 1     x 2 − x +    x 2 + 1


  =    lim  x → ∞ ⁡    − x − 1     x 2 − x +    x 2 + 1 =  ∞ ∞ I n d e t =   − 1  1 + 1 = −  1 2


     lim  x → + ∞ ⁡   (     x 2 − 2 x  x + 3 −   2   x 4 − 5   x 2    x 2 + 3 x ) = ∞ − ∞   I n d e t =    lim  x → + ∞ ⁡   (     x 2  x −   2   x 4    x 2 ) =    lim  x → + ∞ ⁡   ( x − 2   x 2 ) = − ∞


     lim  x → + ∞ ⁡   (     x 2 − 3  x + 1 −     x 3    x 2 − 1 ) = ∞ − ∞   I n d e t =    lim  x → + ∞ ⁡     (   x 2 − 3 ) · ( x − 1 ) −   x 3  ( x + 1 ) ( x − 1 )


  =    lim  x → + ∞ ⁡      x 3 −   x 2 − 3 x + 3 −   x 3    x 2 − 1 =    lim  x → + ∞ ⁡    −   x 2 − 3 x + 3    x 2 − 1 =  ∞ ∞ I n d e t = − 1


  =    lim  x → + ∞ ⁡      x 3 −   x 2 − 3 x + 3 −   x 3    x 2 − 1 =    lim  x → + ∞ ⁡    −   x 2 − 3 x + 3    x 2 − 1 =  ∞ ∞ I n d e t = − 1


     lim  x → − ∞ ⁡   (     x 2 − 3  x + 1 −     x 3    x 2 − 1 ) =    lim  x → + ∞ ⁡   (     x 2 − 3  − x + 1 +     x 3    x 2 − 1 ) = − ∞ + ∞


    =  lim  x → + ∞ ⁡     (   x 2 − 3 ) ·  ( x + 1 ) +   x 3 · ( − 1 )  − 1 · ( x + 1 ) ( x − 1 )


    =  lim  x → + ∞ ⁡     (   x 2 − 3 ) ·  ( x + 1 ) +   x 3 · ( − 1 )  − 1 · ( x + 1 ) ( x − 1 )


  =    lim  x → + ∞ ⁡      x 3 +   x 2 − 3 x − 3 −   x 3    − x 2 + 1 =    lim  x → + ∞ ⁡      x 2 − 3 x − 3  −   x 2 + 1 =  ∞ ∞ I n d e t = − 1


  =    lim  x → + ∞ ⁡      x 3 +   x 2 − 3 x − 3 −   x 3    − x 2 + 1 =    lim  x → + ∞ ⁡      x 2 − 3 x − 3  −   x 2 + 1 =  ∞ ∞ I n d e t = − 1


    𝟏 ∞


     lim  x → ∞ ⁡     ( 1 +  1  x )  x = e


   1 ∞


   ( 1 + ∎ )


   ( 1 +    1 ∎ )


     ( 1 +  1 ∎ )  ∎ ·  1 ∎


  e :      lim  x → ∞ ⁡     [    ( 1 +  1 ∎ ) ∎ ]   1 ∎ =    lim  x → ∞ ⁡    e   1 ∎


     lim  x → ∞ ⁡  f  ( x ) = 1   y      lim  x → ∞ ⁡  g  ( x ) = ± ∞ →    lim  x → ∞ ⁡     [ f ( x ) ]  g ( x ) =   e     lim  x → ∞ ⁡   [ f  ( x ) − 1 ] · g ( x )


     lim  x → + ∞ ⁡     (   x + 1  x + 5 )      x 2 + 1  x =  1  ∞   I n d e t → D i v i d i m o s        ( x + 1 ) :  ( x + 5 )                    − 4                 1


   lim  x → + ∞    (   x + 1  x + 5 )      x 2 + 1  x =  lim  x → + ∞    ( 1 +   − 4  x + 5 )      x 2 + 1  x =  lim  x → + ∞    ( 1 +  1    x + 5  − 4 )      x 2 + 1  x =


   lim  x → + ∞    (   x + 1  x + 5 )      x 2 + 1  x =  lim  x → + ∞    ( 1 +   − 4  x + 5 )      x 2 + 1  x =  lim  x → + ∞    ( 1 +  1    x + 5  − 4 )      x 2 + 1  x =


   lim  x → + ∞    [    ( 1 +  1    x + 5  − 4 )    x + 5  − 4 ]    − 4  x + 5 ·     x 2 + 1  x =  lim  x → + ∞    [    ( 1 +  1    x + 5  − 4 )    x + 5  − 4 ]      − 4 x 2 − 4    x 2 + 5 x =   e  − 4 =  1    e 4


   lim  x → + ∞    [    ( 1 +  1    x + 5  − 4 )    x + 5  − 4 ]    − 4  x + 5 ·     x 2 + 1  x =  lim  x → + ∞    [    ( 1 +  1    x + 5  − 4 )    x + 5  − 4 ]      − 4 x 2 − 4    x 2 + 5 x =   e  − 4 =  1    e 4


     lim  x → + ∞ ⁡     (   x + 5  x + 2 )  4 x =  1 ∞   I n d e t =     e     lim  x → ∞ ⁡   (   x + 5  x + 2 − 1 ) · 4 x =   e     lim  x → ∞ ⁡   (   x + 5 − x − 2  x + 2 ) · 4 x =   e     lim  x → ∞ ⁡   (  3  x + 2 ) · 4 x =   e     lim  x → ∞ ⁡   (   12 x  x + 2 ) =   e 12


  x → n ú m e r o


     lim  x → c ⁡  f  ( x )


  x


  c


  f  ( c )


     lim  x → 1 ⁡   (   x 2 + 5 ) =  1 2 + 5 = 6


     lim  x →   c − ⁡  f  ( x ) =    lim  x → c + ⁡  f  ( x ) = l →    lim  x → c ⁡  f  ( x ) = l


     lim  x →   c − ⁡  f  ( x ) ≠    lim  x → c + ⁡  f  ( x ) = l → N o   e x i s t e   l í m i t e


     lim  x → − 2 ⁡  f  ( x ) ,      lim  x → 0 ⁡  f  ( x ) ,            lim  x → 1 ⁡  f  ( x )


   {       lim  x →   − 2 − ⁡  f  ( x ) = − ∞      lim  x →   − 2 + ⁡  f  ( x ) = − ∞ → ∄    lim  x → − 2 ⁡  f  ( x )


   {       lim  x →  0 − ⁡  f  ( x ) = 2      lim  x →  0 + ⁡  f  ( x ) = 1 → ∄    lim  x → 0 ⁡  f  ( x )


   {       lim  x →  0 − ⁡  f  ( x ) = 2      lim  x →  0 + ⁡  f  ( x ) = 1 → ∄    lim  x → 0 ⁡  f  ( x )


     lim  x → 1 ⁡  f  ( x ) = 2


  Q  ( c ) ≠ 0 →    lim  x → c ⁡    P  ( x )  Q  ( x ) =   P  ( c )  Q  ( c )


     lim  x → 3 ⁡      x 2 − 4  5 x + 10 =    3 2 − 4  5 · 3 + 10 =  5 25 =  1 5


  Q  ( c ) = 0 →    lim  x → c ⁡    P  ( x )  Q  ( x ) = ± ∞ →


     lim  x → 1 ⁡      x 2 + 3    x 2 − 5 x + 4 =    1 2 + 3   1 2 − 5 · 1 + 4 =  4 0


     lim  x →  1 − ⁡  f  ( x ) =     0 , 9 2 + 3    0 , 9 2 − 5 · 0 , 9 + 4 =  ( 12 , 29 ) = + ∞


     lim  x →  1 − ⁡  f  ( x ) =     0 , 9 2 + 3    0 , 9 2 − 5 · 0 , 9 + 4 =  ( 12 , 29 ) = + ∞


     lim  x →  1 + ⁡  f  ( x ) =     1 , 1 2 + 3    1 , 1 2 − 5 · 1 , 1 + 4 =  ( − 14 , 5 ) = − ∞


     lim  x →  1 + ⁡  f  ( x ) =     1 , 1 2 + 3    1 , 1 2 − 5 · 1 , 1 + 4 =  ( − 14 , 5 ) = − ∞


  Q  ( c ) = 0


  P  ( c ) = 0 →


   0 0


     lim  x → a ⁡    f ( x )  g ( x )


   0 0


       lim  x → a ⁡      f ′ ( x )    g ′ ( x ) = l →    lim  x → a ⁡    f ( x )  g ( x ) = l


     lim  x → − 2 ⁡      x 2 − 4      x 3 + 2 x 2 + 5 x + 10 =      ( − 2 ) 2 − 4     ( − 2 ) 3 + 2 ·    ( − 2 ) 2 + 5 ·  ( − 2 ) + 10 =  0 0   I n d e t


    x 2 − 4 = 0 →   x 2 = 4 → x = ±  4 → x = ± 2 →   x 2 − 4 =  ( x + 2 )  ( x − 2 )


    x 3 + 2   x 2 + 5 x + 10 = 0


    x 3 + 2   x 2 + 5 x + 10 = 0


    x 2 + 5 = 0 →   x 2 = − 5 → x =  − 5


    x 3 + 2   x 2 + 5 x + 10 =  ( x + 2 )  (   x 2 + 5 )


    x 3 + 2   x 2 + 5 x + 10 =  ( x + 2 )  (   x 2 + 5 )


     lim  x → 2 ⁡      x 2 − 4      x 3 + 2 x 2 + 5 x + 10 =    ( x + 2 )  ( x − 2 )   ( x + 2 )  (   x 2 + 5 ) =   x − 2    x 2 + 5 =   − 2 − 2     ( − 2 ) 2 + 5 =   − 4 9


     lim  x → 2 ⁡      x 2 − 4      x 3 + 2 x 2 + 5 x + 10 =    ( x + 2 )  ( x − 2 )   ( x + 2 )  (   x 2 + 5 ) =   x − 2    x 2 + 5 =   − 2 − 2     ( − 2 ) 2 + 5 =   − 4 9


     lim  x → − 1 ⁡     (     x 2 + 1  1 − x )   1  x + 1 =      (  2 2 )   1 0 =  1 ∞   I n d e t =   e     lim  x → − 1 ⁡   [     x 2 + 1  1 − x − 1 ] ·  1  x + 1 =   e     lim  x → − 1 ⁡   [     x 2 + 1 − 1 + x  1 − x ] ·  1  x + 1


    = e     lim  x → − 1 ⁡   [     x 2 + x  1 − x ] ·  1  x + 1 =   e     lim  x → − 1 ⁡      x 2 + x  1 −   x 2 =   e   0 0   I n d e t =   e     lim  x → − 1 ⁡    x ( x + 1 )  ( 1 − x ) ( 1 + x ) =   e     lim  x → − 1 ⁡    x  1 − x =   e    − 1 2 =  1   e


    = e     lim  x → − 1 ⁡   [     x 2 + x  1 − x ] ·  1  x + 1 =   e     lim  x → − 1 ⁡      x 2 + x  1 −   x 2 =   e   0 0   I n d e t =   e     lim  x → − 1 ⁡    x ( x + 1 )  ( 1 − x ) ( 1 + x ) =   e     lim  x → − 1 ⁡    x  1 − x =   e    − 1 2 =  1   e


     lim  x → a ⁡    f ( x )  g ( x )


   0 0


       lim  x → a ⁡      f ′ ( x )    g ′ ( x ) = l →    lim  x → a ⁡    f ( x )  g ( x ) = l


     lim  x → 3 ⁡     2  x − 8  x − 3 =    2 3 − 8  3 − 3 =  0 0   I n d e t →   L ′ H =    lim  x → 3 ⁡     2  X · l n 2 1 = 8 l n 2


  f ( x )


  x = c


     lim  x →   c − ⁡  f  ( x ) =    lim  x →   c + ⁡  f  ( x ) = f  ( c )


     lim  x →   c − ⁡  f  ( x ) = ± ∞


     lim  x →   c + ⁡  f  ( x ) = ± ∞


     lim  x →   c − ⁡  f  ( x ) ≠    lim  x →   c + ⁡  f  ( x )


     lim  x →   c − ⁡  f  ( x ) =    lim  x →   c + ⁡  f  ( x ) ≠ f  ( c )


  f  ( x ) =  {      x 2 − 1  x ≤ 0   2 x − 1  0 < x < 2   x + 5  x ≥ 2


  x = 0 ,   x = 2


  𝒙 = 0


     lim  x →  0 − ⁡  f  ( x ) =    lim  x → 0  (   x 2 − 1 ) ⁡ =  0 2 − 1 = − 1


     lim  x →  0 − ⁡  f  ( x ) =    lim  x → 0  (   x 2 − 1 ) ⁡ =  0 2 − 1 = − 1


     lim  x →  0 + ⁡  f  ( x ) =    lim  x → 0  ( 2 x − 1 ) ⁡ = 2 · 0 − 1 = − 1


     lim  x →  0 + ⁡  f  ( x ) =    lim  x → 0  ( 2 x − 1 ) ⁡ = 2 · 0 − 1 = − 1


    f  ( 0 ) = ⁡   0 2 − 1 = − 1


    f  ( 0 ) = ⁡   0 2 − 1 = − 1


     lim  x →  0 − ⁡  f  ( x ) =    lim  x →  0 + ⁡  f  ( x ) = f  ( 0 ) →


  x = 0


  𝒙 = 2


     lim  x →  2 − ⁡  f  ( x ) =    lim  x → 2  ( 2 x − 1 ) ⁡ = 2 · 2 − 1 = 3


     lim  x →  2 − ⁡  f  ( x ) =    lim  x → 2  ( 2 x − 1 ) ⁡ = 2 · 2 − 1 = 3


     lim  x →  2 + ⁡  f  ( x ) =    lim  x → 2  ( x + 5 ) ⁡ = 2 + 5 = 7


     lim  x →  2 + ⁡  f  ( x ) =    lim  x → 2  ( x + 5 ) ⁡ = 2 + 5 = 7


    f  ( 2 ) = ⁡  2 + 5 = 7


    f  ( 2 ) = ⁡  2 + 5 = 7


     lim  x →  2 − ⁡  f  ( x ) ≠    lim  x →  2 + ⁡  f  ( x ) →


  x = 2


  f  ( x ) =  {    2 x − 5  x ≤ 1   x + k  x > 1


     lim  x →  1 − ⁡  f  ( x ) =    lim  x →  1 + ⁡  f  ( x ) = f  ( 1 )


     lim  x →  1 − ⁡  f  ( x ) =    lim  x → 1  ( 2 x − 5 ) ⁡ = 2 · 1 − 5 = 2 − 5 = − 3


     lim  x →  1 − ⁡  f  ( x ) =    lim  x → 1  ( 2 x − 5 ) ⁡ = 2 · 1 − 5 = 2 − 5 = − 3


     lim  x →  1 + ⁡  f  ( x ) =    lim  x → 1  ( x + k ) ⁡ = 1 + k


     lim  x →  1 + ⁡  f  ( x ) =    lim  x → 1  ( x + k ) ⁡ = 1 + k


    f  ( 1 ) = ⁡  2 · 1 − 5 = − 3


    f  ( 1 ) = ⁡  2 · 1 − 5 = − 3


  1 + k = − 3 → k = − 3 − 1 → k = − 4 →


  1 + k = − 3 → k = − 3 − 1 → k = − 4 →


  L a   f u n c i ó n   s e r á   c o n t i n u a   s i   k = − 4  


  L a   f u n c i ó n   s e r á   c o n t i n u a   s i   k = − 4  


  𝒇  ( 𝒙 ) =   𝑷  ( 𝒙 )  𝑸  ( 𝒙 )


  f  ( x ) =   P  ( x )  Q  ( x )


  N u m e r a d o r ≠ 0 →    lim  x → c ⁡    P  ( x )  Q  ( x ) =   n ú m e r o 0 = ± ∞


  N u m e r a d o r = 0 → f    lim  x → c ⁡    P  ( x )  Q  ( x ) =  0 0 →


     lim  x → c ⁡    P  ( x )  Q  ( x ) =   n ú m e r o 0 →


     lim  x → c ⁡    P  ( x )  Q  ( x ) = n ú m e r o →


  f  ( x ) =     x 3 − 2   x 2    x 2 − x − 2


    x 2 − x − 2 = 0 → x =   + 1 ±  1 − 4 · 1 ·  ( − 2 )  2 · 1 =   1 ±  9 2 =   1 ± 3 3 =  {     x = 2    x = − 1


  x = 2


  x = − 1


  𝒙 = − 1


     lim  x → − 1 ⁡  f  ( x ) =      ( − 1 ) 3 − 2   ·  ( − 1 ) 2     ( − 1 ) 2 −  ( − 1 ) − 2 =   − 3 0 → D i s c o n t i n u a   d e   s a l t o   i n f i n i t o   e n   x = − 1


     lim  x → − 1 ⁡  f  ( x ) =      ( − 1 ) 3 − 2   ·  ( − 1 ) 2     ( − 1 ) 2 −  ( − 1 ) − 2 =   − 3 0 → D i s c o n t i n u a   d e   s a l t o   i n f i n i t o   e n   x = − 1


     lim  x →   − 1 − ⁡  f  ( x ) =      ( − 1 , 1 ) 3 − 2   ·  ( − 1 , 1 ) 2     ( − 1 , 1 ) 2 −  ( − 1 , 1 ) − 2 = − ∞


     lim  x →   − 1 − ⁡  f  ( x ) =      ( − 1 , 1 ) 3 − 2   ·  ( − 1 , 1 ) 2     ( − 1 , 1 ) 2 −  ( − 1 , 1 ) − 2 = − ∞


     lim  x →   − 1 + ⁡  f  ( x ) =      ( − 0 , 9 ) 3 − 2   ·  ( − 0 , 9 ) 2     ( − 0 , 9 ) 2 −  ( − 0 , 9 ) − 2 = + ∞


     lim  x →   − 1 + ⁡  f  ( x ) =      ( − 0 , 9 ) 3 − 2   ·  ( − 0 , 9 ) 2     ( − 0 , 9 ) 2 −  ( − 0 , 9 ) − 2 = + ∞


  𝒙 = 2


  𝒙 = 2


     lim  x → 2 ⁡  f  ( x ) =    2 3 − 2   · 2 2   2 2 − 2 − 2 =  0 0 →    lim  x → 2 ⁡      x 2  ( x − 2 )   ( x − 2 )  ( x + 1 ) =    lim  x → 2 ⁡      x 2   ( x + 1 ) =    2 2  2 + 1 =  4 3


     lim  x → 2 ⁡  f  ( x ) =    2 3 − 2   · 2 2   2 2 − 2 − 2 =  0 0 →    lim  x → 2 ⁡      x 2  ( x − 2 )   ( x − 2 )  ( x + 1 ) =    lim  x → 2 ⁡      x 2   ( x + 1 ) =    2 2  2 + 1 =  4 3


  D i s c o n t i n u a   e v i t a b l e   e n   x = 2


  D i s c o n t i n u a   e v i t a b l e   e n   x = 2


  f ( x )


   [ a ,   b ]


  s i g n o f  ( a ) ≠ s i g n o f  ( b ) →  


  c ∈  ] a , b [


  f  ( c ) = 0


  f  ( x ) =   x 3 + 2 x − 2


   [ 0 ,   1 ]


  ℝ


   [ 0 ,   1 ]


  f  ( 0 ) =  0 3 + 2 · 0 − 2 = − 2 < 0


  f  ( 1 ) =  1 3 + 2 · 1 − 2 = 1 > 0


  f  ( 1 ) =  1 3 + 2 · 1 − 2 = 1 > 0


  s i g n o   f  ( 0 ) ≠ s i g n o f  ( 1 ) → ∃ c ∈  ] 0 , 1 [ ,   f  ( c ) = 0


  s i g n o   f  ( 0 ) ≠ s i g n o f  ( 1 ) → ∃ c ∈  ] 0 , 1 [ ,   f  ( c ) = 0


    x 3 + 2 x − 2 = 0 →   x 1 = 0 , 77 →


  0 , 77


  0 , 8 :   f  ( 0 , 8 ) =   0 , 8 3 + 2 · 0 , 8 − 2 = 0 , 112 > 0


   [ 0 ,   0 ′ 8 ]


  f ( x )


  g ( x )


   [ a ,   b ]


  f ( a ) > g ( a )


  f  ( b ) < g  ( b ) →  


  c ∈  ] a ,   b [


  f  ( c ) = g ( c )


  h  ( x ) = f  ( x ) − g  ( x ) →   h  ( a ) = f  ( a ) − g  ( a ) > 0 ,   h  ( b ) = f  ( b ) − g ( b ) < 0 →


  ∃   c ∈    ] a ,   b [  h  ( c ) = 0 → ∃   c ∈    ] a ,   b [  f  ( c ) − g  ( c ) = 0 → f  ( c ) = g ( c )


  f  ( x ) =   x 2 − 2 x + 3


  g  ( x ) =  3  x


  → ∃   c ∕ f  ( c ) = g ( c )


  h  ( x ) = f  ( x ) − g  ( x ) =   x 2 − 2 x + 3 −  3  x


  h  ( x )


   [ 0 , 1   ]


  h  ( 0 ) =  0 2 − 2 · 0 + 3 −  3 0 = 3 − 1 = 2 > 0


  h  ( 1 ) =  1 2 − 2 · 1 + 3 −  3 1 = − 1 < 0


  h  ( 1 ) =  1 2 − 2 · 1 + 3 −  3 1 = − 1 < 0


  s i g n o   h  ( 0 ) ≠ s i g n o h ( 1 ) → ∃   c ∈    ] 0 ,   1 [  h  ( c ) = 0 → f  ( c ) = g ( c )


  s i g n o   h  ( 0 ) ≠ s i g n o h ( 1 ) → ∃   c ∈    ] 0 ,   1 [  h  ( c ) = 0 → f  ( c ) = g ( c )


  f ( x )


   [ a ,   b ] →


  f ( a )


  f ( b )


   ] a ,   b [


  m


  f  ( a ) < m < f  ( b ) → ∃   c  f  ( c ) = m


  f  ( x ) =     x 2 − 5 x  x − 2


  m ∈    ] 6 ,   8 [  f  ( m ) =  7


  f  ( 6 ) =    6 2 − 5 · 6  6 − 2 =  3 2 <  7


  f  ( 8 ) =    8 2 − 5 · 8  8 − 2 =  36 7 >  7


  f  ( 8 ) =    8 2 − 5 · 8  8 − 2 =  36 7 >  7


  m ∈    ] 6 ,   8 [  f  ( m ) =  7

