TEMA 2. DERIVADAS. APLICACIONES

1. DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Se llama TASA DE VARIACION MEDIA (TVM) de una funcién f(x) en un intervalo
[a, a + h] al cociente:

(a+h) —

La tasa de variacidn media representa la pendiente de la recta secante.

Si reducimos la amplitud del intervalo [a, a + h] al punto x = a obtenemos la
DERIVADA DE LA FUNCION EN EL PUNTO x = a.

@ = iy @D S @ /

Cuando el limite no existe decimos que la funcidn no es derivable en ese punto.

La derivada de una funcién en un punto representa la pendiente de la recta tangente
a la funcién en dicho punto. (Geogebra)

Eiemplo: Calcula la derivada de la funcién f(x) = x2 + 2x en x = 1.
faA+h)—fQ) . [(A+h)?2+2-(1+h)]—-[1%2+2 1]
= 11m
h

f'() = lim

h—-0 h
 14+2h+h*+2+2h—-3 _ h?>+4h _ h(h+4)
im =lim = lim =lim(h+4) =4
h—-0 h h—0 h h—0 h—0

2. FUNCION DERIVADA

Se llama FUNCION DERIVADA, f'(x), a la funcién que asocia a cada x la derivada en
ese valor:

fx+h) - f(x)
h

Eiemplo: Calcula la funcién derivada de f(x) = 3x2 — 7x + 13.
fx+h)—f(x) i [3(x +h)?—7(x+h)+13] — [3x? — 7x + 13]
= lim

f'(x) = lim

f0) = lim

h—0 h
- 3x2+6xh+3h2—7x—7h+13—-3x2+7x—13 _ 6xh+3h*>—"7h
= lim = lim =
h—0 h h—0 h
- h(6x+3h-7)
= lim =lim6bx+3h—7=6x—7
h—0 h h—0

S1. Ejercicios: pdg. 35, ej.1, 2; pdg. 36, €j. 4, 5; pdg. 64, ej. 13. (pdg. 58, ej. 32, 35)
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3. REGLAS DE DERIVACION

Aplicando la definicién de derivada podemos obtener un catdlogo de derivadas de
funciones elementales para no tener que estar continuamente calculando limites,
estas son las REGLAS DE DERIVACION.

a. f)=k-f'(x)=0
b. fxX)=x-f'(x)=1

. f)=x">f'(x)=n-x""1

d. f(x)———>f (x)———z

e fO)=VX-f(0)=1=

f. o) =k -u(x) > f'(x)=k- v

g fO) =ulx)+vx) - f'(x)=u'(x) +v'(x)

h. f(x) =u(x) - v(x) - f'(x) =u'(x) v(x) +ulkx) v'(x)
i f( ) _ u(x) f ( ) _u ") v () —ulx)vr(x)

v(x) u?(x)
i fO)=[u@]" - f'x) =n- [u@]" ' (x)
k fO) = Vu@ - f'0) = 772
L f(x) = sen (w(x) = f'(x) = cos(u(x)) - w'(x)
m. f(x) = cos(u(x)) - f'(x) = —sen(u(x)) - u'(x)
n f() = tg(u®) > f'(x) = —a

cos?u(x)

ur(x)

o. f(x)=arcsen (u(x))-f'(x)= NrEes)

~w(x)

p. f(x)=arc cos(u(X)) - f(x) = Ji—2(x)

ur(x)
1+u2(x)

a. f(x) =arctg(u(x)) - f'(x) =
o () =e"® o f1(x) = e - u'(x)

s. f(x) =a*® 5 f(x) = a*® - na - u'(x)
t () =In@®) - f'(x) =

u/(x)
u(x)

u. f(x) =loga(u(x)) = f'(x) =

u/(x)
u(x)-lna
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Ejemplos:
a. f(x)=5-f'"(x)=0
b. f(x)=3x->f'(x)=3-1=3
c. fL)y=x*>f'(x)=4 x3
d. f)=7x*>f'(x)=7-2-x=14x
e. f(x)=3x3-5x2+7x+1-f'(x)=9x*—-10x+7
f. f(x)=0CBx?+2x—-3)3>f'(x) =3-(B3x?+2x—3)%-(6x+2)

2x-3

8. f(x)=vx2—3—>f’(x)=m
h f@ =V F =G24+ 15— f0) =2 2+ 15 (20)

L f()=Bx=5) V- f'(x)=3Vx+Bx—5) 5=

3x+1 , 3x%2-2x-(3x+1)  3x%—6x%-2x  —-3x%-2x —3x-2
- f'(x) = =

J- f(X)= x2 x4 x* x4 T 8

k. f(x)=sen(x®?+5x—1)-> f'(x) =cos(x?+5x—1)-(2x +5)

_ 3 — Tx) = — 2 — 1. ZL@x+s)
. f(x) =cosVx?+5x—1- f'(x) senVx? +5x —1 T
! 3 z
m. f() =tg(®+1) > f'() = s

n. f(x)=sen3Q2x—1)- f'(x) =3-sen?(2x —1) -cos(2x —1) -2 =
6-sen?(2x —1) - cos(2x — 1)

2 1
o. f(x)=arccosv2x+3- f'(x) = —— = \/zjcszg - \/Zx—Z_-i/2x+3 -

Jl—(\/2x+3)2
-1
V4x2+2x—6
2x . 2x
J1-(x2)2 =

p. f(x) =arcsenx? - f'(x) =

1 1

1 T2 X2 -1
9 f(x) =arctg x - f'(X) - 1+xi = x2911 = X241
)

x2

o f(x) =eX ¥ 5 f(x) = e ¥ . (2x + 3)

1

s. f(x)= 3‘/;—>f’(x) =3 . [n3.

2vx
b fG0 = InGe® - 52%) - /() = E
u f0) = l0gs(8x%) = f(x) = e

S2. Ejercicios: pdg. 40, ej. 6, 7; pdg. 58, ej. 38, 39.
*pdg. 58, ¢ej.38d, g, h,i;39h
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3.1 DERIVACION DE LOGARITMOS

Al derivar logaritmos, aplicar antes sus propiedades simplifica la expresion y hace la
derivada mucho mas facil.

Eiemplos: Calcula las derivadas de las siguientes funciones aplicando previamente las
propiedades de los logaritmos:

a) f(x)=log3x+1= glog(Sx +1)
1 3 1

') =3 G310~ Grt 1) Inl0
b) f(x) =1In (3;)2 =2In3—x) —lne*=2In(3—x) — x
, -1 -2 —-2—-34+x x-5
f(x):2.3—x_1:3—x_1: 3—x :3—x

3.2 DERIVACION LOGARITMICA

Cuando tenemos una funcién exponencial-potencial f(x)9®recurrimos a los
logaritmos para derivarla:

19 Aplicamos logaritmos a ambos lados y utilizamos sus propiedades.
22 Derivamos ambos miembros.
32 Aislamos la derivada.
Eiemplo: Calcula la derivada de f(x) = (x? + 3x)t9*
19 Aplicamos logaritmos y utilizamos sus propiedades.
In f(x) = In(x? + 3x)'9%* > In f(x) = tgx - In(x? + 3x)
22 Derivamos ambos miembros.

f'(x) 1 2x +3
= ‘In(x?+3 tgx - ———
f(x) cos?x n(x® +3x) +tgx x?+ 3x

32 Aislamos la derivada.

1 2x+3]

F1) = F0) - [ G 4 30) + e

cos?x
2x+3]

1
f'(x) = (x? + 3x)9* - [m In(x? + 3x) + tgx - 1 3x

S3. Ejercicios: pag. 58, ej. 40, 44, 45. (pdg. 40, ej. 8; pdg. 41, €j. 9, 10)
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4. CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD

fla+h)-f
a (@) v

Se dice que una funcién f(x) es derivable en x = a si existe f'(a) = 111irr(1) .

es finito.

fla+h)—f(a) = lim fla+h)—f(a) =f’(a

)y el resultado es un
h h—-0t h

Es decir, si f'(a™) = hlir(r)l_
valor finito.

e Silafuncion es derivable entonces es continua.
e La continuidad no conlleva necesariamente la derivabilidad.

Eiemplo 1: Estudia la derivabilidad de la funcién en el punto de abscisa x = 2.

_(3x%2—4x+2, x<2
f(x)—{ 8x—10, x>

12 Estudiamos la continuidad.
lirgl fx) = lirg(3x2—4x+2)=3-22—4-2+2=6
X—-27 X2~
xllglJrf(x) = xllgh(Bx —-10)=8-2—-10=6
f(2)=3-22-4-242=6

-3 lirr% f(x) = f(2) = La funcidn es continua en x = 2.
X—

22 Estudiamos la derivabilidad.

£10x) ={6x —8‘4, xa;sz
fl@)=6-2-4=8) __, . _
12t = 8 }—>af 2)=8

S4. Ejercicios: pdg. 43, ej. 11, 12, 13; pdg. 59, ej. 46 (pdg. 63, ej. 1)
*pdg. 43, ej. 12

Eiemplo 2: Determina los valores de a y b para que la funcion f (x) sea derivable en
todo R.

ax’?+bx+2 x<1
flx) = 4 b

x—x—z, x>1

19 Justificamos su continuidad.
linf_f(x)z lir{l_(ax2+bx+2)=a~12+b-1+2=a+b+2
xX— xX—
) . b b
Jim £ = Jim (5 = 5) =0T - =a =
f()=a-1>+b-1+2=a+b+2
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La funcidn serd continua si 3 lirqf(x) =f(1)—»a+b+2=a—-b->2b=-2-
X—

b=-1

22 Justificamos derivabilidad sustituyendo el valor de b = —1.
ax’—-x+2, x<1 2ax —1, x<1

fx) = 1 Sflx)y={ a 2
— —_— - —, x>1

a\/§+x, x>1 x  o

ffA)=2a-1-1=2a-1 .
a 2 a > Si2a—1==-2-13f'(1)

11—+— :___:__2
£ i T2 2

a 2
2a—1=z—2—>4a—2=a—4—>3a=—2—>a=—§

S5. Ejercicios: pdg. 43, ej. 14; pdg. 59, ej. 47, 50, 51 (pdg. 65, ej. 18)

5. RECTA TANGENTE Y RECTA NORMAL

La derivada en un punto x = a es la pendiente de la recta tangente a la funcién en dicho
punto. Por tanto, la recta tangente en x = a tendra pendiente m = f'(a) y pasara por

el punto (a, f(a)).
ECUACION DE LA RECTA TANGENTE

La recta tangente a una funcion f(x) en el punto de abscisa x = a es:

y=fla)=f(a) - (x—a)

La recta normal es la recta perpendicular a la recta tangente. Por tanto, su pendiente
1

fr(a)
ECUACION DE LA RECTA NORMAL

, 1
sera —— = —
m

La recta normal a una funcidn f(x) en el punto de abscisa x = a es:

1
y—f(a)z—m-(x—a)
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Eiemplo 1: Halla las rectas tangentes a f(x) = x3 — x? + 2x que son paralelas a
rm3x—y+5=0

Al ser paralelas tendran la misma pendiente
r3x—y+5=0->y=3x+5->-m=3
Ademas, la pendiente de la recta tangente es f'(x) = f'(x) = 3x? — 2x + 2

2+vV4+12

3x2 —2x+2=3-3x>-2x—-1=0-x = 2

x=1-f'(1) =3

Falta calcular

fF()=13-12+4+2-1=2

( 1)_( 1)3 ( 1)2+2 ( 1)_ 1 1 2 22
~3)=\"3 3 3/ 27 9 3 27
La recta tangentecuandox =1-> y—f()=f'(1)- (x—1) »y—-2=3-
x-1 -

y—2=3x—-3->y=3x—-1

1 1 , 1 1

La recta tangente cuando x = -3 —f(— 5) =f (— 5) - (x - 5) -
22 ( 1) 22 49

_2f o3 (x4 L 3y +1oy=3x+—
Yo7 Xtg)oy gy =axtloy=sxdos

S6. Ejercicios: pdg. 44, ej. 15, 16; pdg. 59, ej. 53, 55, 56. (p. 63, ej. 3; p. 64, ej. 14, 17;
p. 65, ej. 26)
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Eiemplo 2:

a)

b)

a)

Encuentra las dos rectas tangentes a f (x) = x? — 4x que pasan por el punto
A(L,=7).

Esas rectas forman un tridangulo con el eje de abscisas. Determina el drea de
dicho triangulo.

f'(x) = 2x — 4 — Las rectas tangentes en x = a seran de la forma:
y-f@=f(@ x-a)-y—(a®—4a)=(2a-4) (x—a)
Como ademas A(1, —7) pertenece a las rectas cumplira la ecuacion:

—7—-(@*—4a)=Q2a—-4)-(1-a)>-7—-a*+4a=2a—2a*—4+4a
2i\/4+12_{a:3

2 _ _ — —
->a 2a—3=0->a > a=-1

La recta tangente cuando a = 3 sera:
y—(3%2-4-3)=23-4)-(x—-3)>y+3=2-(x—-3)>y=2x-9

La recta tangente cuando a = —1 sera:
y=(D*-4--D)=2 - -D-49 (x-(-D) >
y—-5=—6-(x+1)->y=—6x—-1

b) Calculamos los puntos de corte con OY:

0—-0=2 9 0 (9 0)
= e d = —_ - e
y X X > 2,
()0
_ﬁ —
6 6/’
14
Y 37 49
= d = ——=
2 3
y=2x-9

1A

S7. Ejercicios: pdg. 59, ej. 60, 61, 62, 63. (p. 63, ej. 3, 7)
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6. APLICACIONES DE LA DERIVADA

6.1 CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO

. ., CRECIENTE DECRECIENTE
o Sif'(xg) >0 - lafunciénes

Y
CRECIENTE en x = x,. Y b
2 ) S \
e Sif'(x9) <0 - lafuncidnes fia_: ,,/‘/ fiby [~

DECRECIENTE en x = x,.

Consecuentemente:
e Sif'(x) > 0Vx € [a,b] — lafuncién es CRECIENTE en [a, b].

e Sif'(x) < 0Vx € [a,b] = lafuncidon es DECRECIENTE en [a, b].

6.2 MAXIMOS Y MiNIMOS

e Sif'(a) = 0 - Hay un MAXIMO o MINIMO RELATIVO en x = a.
MAXIMO RELATIVO MINIMO RELATIVO

Salvo raras excepciones, se tratara de un MAXIMO/MINIMO ABSOLUTO.
e Sif(x) < f(a)Vx € Domf — Hay un MAXIMO ABSOLUTO en x = a.

e Sif(x)> f(a)Vx € Domf — Hay un MiNIMO ABSOLUTO en x = a.

Eiemplo: Dada la funcién f(x) = x® — 6x2 + 1 calcula:

a) Sus extremos relativos.
b) Sus extremos absolutos en [—3, 5]

a) Para calcular los extremos relativos:
12 Derivamos la funcién.
f'(x) =3x% —12x
292 |[gualamos a cero la derivada y resolvemos la ecuacién.
ff{x)=0-3x2—-12x=0-x-(3x—12) =0

_){ x=0
3x—12=0-3x=12->x=4
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392 Estudiamos el crecimiento en los diferentes intervalos sustituyendo valores en la
derivada.

| —o (-1 0| (D 4 | (+5 4w

f'(=1) fl(1)=3-12-12-1 f'(5)=3-52-12-5
=3-(-1)*-12(-1) =— =+
=+

La funcién crece en (—o,0) U (5, +) y decrece en (0,4)

42 Observamos los maximos y minimos.

Tenemos un maximo en x = 0 — Calculamos la segunda coordenada sustituyendo

x = 0 en la funcién original- f(0) = 03 — 6 - 02 + 1 = 1 - Maximo relativo(0,1)
Tenemos un minimo en x = 4 — Calculamos la segunda coordenada sustituyendo

x = 4 en la funcién original- f(4) =43 -6-4*+1=-31 -
Minimo relativo(4,—31)

b) Para calcular los extremos absolutos debemos calcular los valores que toma la
funcidn en los extremos del intervalo [—3, 5].

f(=3)=(-3)%-6-(-3)24+1=-80< f(4) =-31
— Minimo absoluto (—3,—80)

f(5)=53-6-52+1=-24< f(0) =1 > Maximo absoluto (0,1)

S8. Ejercicios: pdg. 46, ej. 17, 18; pdg. 60, ej. 64, 65; (pdg. 63, €j. 4,6, 8

Eiemplo 2: Hallar los coeficientes a, b, ¢ de la funcién f(x) = x* + ax® + bx? + cx
sabiendo que la ecuacion a la recta tangente a f(x) enx = O es paralelaay = xy
tiene un extremo relativo en (1, 4).

Como larectatangentea f(x) enx = Oesparalelaay =x - f'(0) =1
fl(x) =4x3+3ax?>+2bx+c-> f'(0)=c—->c=1
Como tiene un extremo relativoen (1,4) - f'(1) =0, (1) = 4
F(D)=0-Ff(1)=4-1343a-1242b-14+1=0
-4+3a+2b+1=0->3a+2b=-5
f=4->f1)=1*"+a-13+b-124+1=4>
l1+a+b+1=4->a+b=2
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Resolvemos el sistema:

3a+2b=—5}_> 3a+2b=_5}—>—b:—11—>b=11

a+b=2 —3a—3b=-6
-»a+11=2->a=-9

S9. Ejercicios: pdg. 60, ej. 66, 67, 68, 73; pdg. 61, ej. 78.

7. PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

OPTIMIZAR una funcidn consiste en maximizarla o minimizarla.

12 Definimos con precision las variables implicadas.

22 Expresamos la funcidn que queremos optimizar.

32 Expresamos en forma de ecuacion la relacidon entre ambas variables.

42 Despejamos una de las variables en funcién de la otra y sustituimos en la funcién.
52 Derivamos la funcion e igualamos a cero para obtener los puntos extremos.

62 Confirmamos que se cumplen las condiciones del problema.

Eiemplo: Encuentra las dimensiones del triangulo rectangulo de drea maxima del que
sabemos que la suma de los catetos es 12 cm.

12 Representamos el problema.

22 Obtenemos la funciéon del drea del tridangulo (funcién
a optimizar).

fy) ==

32 Expresamos la relacion entre ambas variables:
x+y=12

42 Despejamos una de las variables en funcién de la otra y sustituimos en la funcion.

x-(12—=x) 12x —x? x?
x+y=12-y=12—-x-> f(x) = = = 6Xx — —
2 2 2
52 Derivamos la funcidon e igualamos a cero para obtener los puntos extremos.
) = 6 2x-2—x2-0_6 4x_6
flx) = 2 = Z = X

6—x=0->x=6

11
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62 Estudiamos el signo de los intervalos:

0 (+1) 6 | +7) 12 |
+ —_

/\

Por tanto, en x = 6 hay un maximo.

y=12—-x-y=12-6 -

Por tanto, el triangulo serd un tridngulo isdsceles de 6 cm cada cateto.

$10. Ejercicios: pdg. 48, ej. 20, 21, 22, 23.
S11. Ejercicios: pdg. 61, ej. 82, 83, 84, 85, 86 (pdg. 63, ej. 2; pdg. 65, ej.24, 28, 29, 31).

8. REGLA DE L’'HOPITAL

si lim 2% es una indeterminacion de tipo 2 y lim f,(x) =1 - 1im{% =
x—a g(x) 0" x-ag (%) x—a g(x)
Ejemplo: Calcula
- 2*—8 23-8 0 2% .In2
lim = = — Indet » L'H = lim = 8In2
x-3 X — 3 3—3 0 x-3

S$12. Ejercicios: pdg. 51, ej. 28, 29; pdg. 62, ej. 100 (pdg. 63, €j. 5; pdg. 64, ej. 15, 19,
22; pdg. 65, ej. 23, 27, 33).

$13. Ejercicios: Repaso.

12
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  f ( x )


   [ a ,   a + h ]


    T V M   [ a ,   a + h ] =   f  ( a + h ) − f ( a )   ( a + h ) − a


   [ a ,   a + h ]


  x = a


  𝒙 = 𝒂


  f ′ ( a ) =    lim  h → 0 ⁡    f  ( a + h ) − f ( a ) h


  f  ( x ) =   x 2 + 2 x


  x = 1


    f ′  ( 1 ) =    lim  h → 0 ⁡    f  ( 1 + h ) − f  ( 1 ) h =    lim  h → 0 ⁡     [    ( 1 + h ) 2 + 2 ·  ( 1 + h ) ] −  [  1 2 + 2 · 1 ] h =


     lim  h → 0 ⁡    1 + 2 h +  h 2 + 2 + 2 h − 3 h =    lim  h → 0 ⁡     h 2 + 4 h h =    lim  h → 0 ⁡    h ( h + 4 ) h =    lim  h → 0 ⁡   ( h + 4 ) = 4


     lim  h → 0 ⁡    1 + 2 h +  h 2 + 2 + 2 h − 3 h =    lim  h → 0 ⁡     h 2 + 4 h h =    lim  h → 0 ⁡    h ( h + 4 ) h =    lim  h → 0 ⁡   ( h + 4 ) = 4


  f ′ ( x )


  x


  f ′ ( x ) =    lim  h → 0 ⁡    f  ( x + h ) − f ( x ) h


  f  ( x ) = 3   x 2 − 7 x + 13


    f ′  ( x ) =    lim  h → 0 ⁡    f  ( x + h ) − f  ( x ) h =    lim  h → 0 ⁡     [ 3    ( x + h ) 2 − 7  ( x + h ) + 13 ] −  [ 3   x 2 − 7 x + 13 ] h


      = lim  h → 0 ⁡    3   x 2 + 6 x h + 3  h 2 − 7 x − 7 h + 13 − 3   x 2 + 7 x − 13 h     = lim  h → 0 ⁡    6 x h + 3  h 2 − 7 h h =


      = lim  h → 0 ⁡    3   x 2 + 6 x h + 3  h 2 − 7 x − 7 h + 13 − 3   x 2 + 7 x − 13 h     = lim  h → 0 ⁡    6 x h + 3  h 2 − 7 h h =


      = lim  h → 0 ⁡    h ( 6 x + 3 h − 7 ) h     = lim  h → 0 ⁡  6 x + 3 h − 7 = 6 x − 7


      = lim  h → 0 ⁡    h ( 6 x + 3 h − 7 ) h     = lim  h → 0 ⁡  6 x + 3 h − 7 = 6 x − 7


  f  ( x ) = k →   f ′  ( x ) = 0


  f  ( x ) = x →   f ′  ( x ) = 1


  f  ( x ) = x →   f ′  ( x ) = 1


  f  ( x ) =   x  n →   f ′  ( x ) = n ·   x  n − 1


  f  ( x ) =   x  n →   f ′  ( x ) = n ·   x  n − 1


  f  ( x ) =  1  x →   f ′  ( x ) = −  1    x 2


  f  ( x ) =  1  x →   f ′  ( x ) = −  1    x 2


  f  ( x ) =  x →   f ′  ( x ) =  1  2  x


  f  ( x ) =  x →   f ′  ( x ) =  1  2  x


  f  ( x ) = k · u  ( x ) →   f ′  ( x ) = k · u ′ ( x )


  f  ( x ) = k · u  ( x ) →   f ′  ( x ) = k · u ′ ( x )


  f  ( x ) = u  ( x ) + v  ( x ) →   f ′  ( x ) =   u ′  ( x ) + v ′ ( x )


  f  ( x ) = u  ( x ) + v  ( x ) →   f ′  ( x ) =   u ′  ( x ) + v ′ ( x )


  f  ( x ) = u  ( x ) · v  ( x ) →   f ′  ( x ) =   u ′  ( x ) · v  ( x ) + u  ( x ) · v ′ ( x )


  f  ( x ) = u  ( x ) · v  ( x ) →   f ′  ( x ) =   u ′  ( x ) · v  ( x ) + u  ( x ) · v ′ ( x )


  f  ( x ) =   u ( x )  v ( x ) →   f ′  ( x ) =     u ′  ( x ) · v  ( x ) − u  ( x ) · v ′ ( x )    u 2 ( x )


  f  ( x ) =   u ( x )  v ( x ) →   f ′  ( x ) =     u ′  ( x ) · v  ( x ) − u  ( x ) · v ′ ( x )    u 2 ( x )


  f  ( x ) =    [ u  ( x ) ]  n →   f ′  ( x ) = n ·    [ u ( x ) ]  n − 1   u ′  ( x )


  f  ( x ) =    [ u  ( x ) ]  n →   f ′  ( x ) = n ·    [ u ( x ) ]  n − 1   u ′  ( x )


  f  ( x ) =  u ( x ) →   f ′  ( x ) =   u ′ ( x )  2  u ( x )


  f  ( x ) =  u ( x ) →   f ′  ( x ) =   u ′ ( x )  2  u ( x )


  f  ( x ) = s e n   ( u  ( x ) ) →   f ′  ( x ) =  cos ⁡   ( u  ( x ) ) · u ′ ( x )


  f  ( x ) = s e n   ( u  ( x ) ) →   f ′  ( x ) =  cos ⁡   ( u  ( x ) ) · u ′ ( x )


  f  ( x ) =  cos ⁡   ( u  ( x ) ) →   f ′  ( x ) = − s e n  ( u  ( x ) ) · u ′ ( x )


  f  ( x ) =  cos ⁡   ( u  ( x ) ) →   f ′  ( x ) = − s e n  ( u  ( x ) ) · u ′ ( x )


  f  ( x ) = t g  ( u  ( x ) ) →   f ′  ( x ) =   u ′ ( x )    c o s 2 u ( x )


  f  ( x ) = t g  ( u  ( x ) ) →   f ′  ( x ) =   u ′ ( x )    c o s 2 u ( x )


  f  ( x ) = a r c   s e n   ( u  ( x ) ) →   f ′  ( x ) =   u ′ ( x )   1 −   u 2 ( x )


  f  ( x ) = a r c   s e n   ( u  ( x ) ) →   f ′  ( x ) =   u ′ ( x )   1 −   u 2 ( x )


  f  ( x ) =   arc   cos ⁡   ( u  ( x ) ) →   f ′  ( x ) =   − u ′ ( x )   1 −   u 2 ( x )


  f  ( x ) =   arc   cos ⁡   ( u  ( x ) ) →   f ′  ( x ) =   − u ′ ( x )   1 −   u 2 ( x )


  f  ( x ) = a r c   t g  ( u  ( x ) ) →   f ′  ( x ) =   u ′ ( x )  1 +   u 2 ( x )


  f  ( x ) = a r c   t g  ( u  ( x ) ) →   f ′  ( x ) =   u ′ ( x )  1 +   u 2 ( x )


  f  ( x ) =   e  u ( x ) →   f ′  ( x ) =   e  u ( x ) · u ′ ( x )


  f  ( x ) =   e  u ( x ) →   f ′  ( x ) =   e  u ( x ) · u ′ ( x )


  f  ( x ) =   a  u ( x ) →   f ′  ( x ) =   a  u ( x ) · l n a · u ′ ( x )


  f  ( x ) =   a  u ( x ) →   f ′  ( x ) =   a  u ( x ) · l n a · u ′ ( x )


  f  ( x ) = ln ⁡ ( u  ( x ) ) →   f ′  ( x ) =   u ′ ( x )  u ( x )


  f  ( x ) = ln ⁡ ( u  ( x ) ) →   f ′  ( x ) =   u ′ ( x )  u ( x )


  f  ( x ) =   l o g  a ( u  ( x ) ) →   f ′  ( x ) =   u ′ ( x )  u  ( x ) · l n a


  f  ( x ) =   l o g  a ( u  ( x ) ) →   f ′  ( x ) =   u ′ ( x )  u  ( x ) · l n a


  f  ( x ) = 5 →   f ′  ( x ) = 0


  f  ( x ) = 3 x →   f ′  ( x ) = 3 · 1 = 3


  f  ( x ) = 3 x →   f ′  ( x ) = 3 · 1 = 3


  f  ( x ) =   x 4 →   f ′  ( x ) = 4 ·   x 3


  f  ( x ) =   x 4 →   f ′  ( x ) = 4 ·   x 3


  f  ( x ) =   7 x 2 →   f ′  ( x ) = 7 · 2 · x = 14 x


  f  ( x ) =   7 x 2 →   f ′  ( x ) = 7 · 2 · x = 14 x


  f  ( x ) =   3 x 3 − 5   x 2 + 7 x + 1 →   f ′  ( x ) = 9   x 2 − 10 x + 7


  f  ( x ) =   3 x 3 − 5   x 2 + 7 x + 1 →   f ′  ( x ) = 9   x 2 − 10 x + 7


  f  ( x ) =    ( 3   x 2 + 2 x − 3 ) 3 →   f ′  ( x ) = 3 ·    ( 3   x 2 + 2 x − 3 ) 2 · ( 6 x + 2 )


  f  ( x ) =    ( 3   x 2 + 2 x − 3 ) 3 →   f ′  ( x ) = 3 ·    ( 3   x 2 + 2 x − 3 ) 2 · ( 6 x + 2 )


  f  ( x ) =    x 2 − 3 →   f ′  ( x ) =   2 x − 3  2    x 2 − 3 x


  f  ( x ) =    x 2 − 3 →   f ′  ( x ) =   2 x − 3  2    x 2 − 3 x


  f  ( x ) =     x 2 + 1 3 =    (   x 2 + 1 )   1 3 →   f ′  ( x ) =  1 3 ·    (   x 2 + 1 )   1 3 − 1 ·  ( 2 x )


  f  ( x ) =     x 2 + 1 3 =    (   x 2 + 1 )   1 3 →   f ′  ( x ) =  1 3 ·    (   x 2 + 1 )   1 3 − 1 ·  ( 2 x )


  f  ( x ) =  ( 3 x − 5 ) ·   x 3 →   f ′  ( x ) = 3   x 3 +  ( 3 x − 5 ) ·  1  3    x 2 3


  f  ( x ) =  ( 3 x − 5 ) ·   x 3 →   f ′  ( x ) = 3   x 3 +  ( 3 x − 5 ) ·  1  3    x 2 3


  f  ( x ) =   3 x + 1    x 2 →   f ′  ( x ) =   3   x 2 − 2 x · ( 3 x + 1 )    x 4 =   3   x 2 − 6   x 2 − 2 x    x 4 =   − 3   x 2 − 2 x    x 4 =   − 3 x − 2    x 3


  f  ( x ) =   3 x + 1    x 2 →   f ′  ( x ) =   3   x 2 − 2 x · ( 3 x + 1 )    x 4 =   3   x 2 − 6   x 2 − 2 x    x 4 =   − 3   x 2 − 2 x    x 4 =   − 3 x − 2    x 3


  f  ( x ) = s e n  (   x 2 + 5 x − 1 ) →   f ′  ( x ) =  cos ⁡   (   x 2 + 5 x − 1 ) · ( 2 x + 5 )


  f  ( x ) = s e n  (   x 2 + 5 x − 1 ) →   f ′  ( x ) =  cos ⁡   (   x 2 + 5 x − 1 ) · ( 2 x + 5 )


  f  ( x ) = c o s    x 2 + 5 x − 1 →   f ′  ( x ) = − s e n    x 2 + 5 x − 1 ·   − 1 · ( 2 x + 5 )  2    x 2 + 5 x − 1


  f  ( x ) = c o s    x 2 + 5 x − 1 →   f ′  ( x ) = − s e n    x 2 + 5 x − 1 ·   − 1 · ( 2 x + 5 )  2    x 2 + 5 x − 1


  f  ( x ) = t g  (   x 3 + 1 ) →   f ′  ( x ) =   3   x 2    c o s 2 (   x 3 + 1 )


  f  ( x ) = t g  (   x 3 + 1 ) →   f ′  ( x ) =   3   x 2    c o s 2 (   x 3 + 1 )


  f  ( x ) =   s e n 3  ( 2 x − 1 ) →   f ′  ( x ) = 3 ·   s e n 2  ( 2 x − 1 ) ·  cos ⁡   ( 2 x − 1 ) · 2 =


  6   · s e n 2  ( 2 x − 1 ) ·  cos ⁡   ( 2 x − 1 )


  f  ( x ) = a r c  cos ⁡   2 x + 3 →   f ′  ( x ) =   −  2  2  2 x + 3   1 −    (  2 x + 3 ) 2 =   −  1   2 x + 3   2 x − 2 =   − 1   2 x − 2 ·  2 x + 3 =   − 1        x 2 + 2 x − 6


  f  ( x ) = a r c   s e n     x 2 →   f ′  ( x ) =   2 x   1 −    (   x 2 ) 2 =   2 x   1 −   x 4


  f  ( x ) = a r c   s e n     x 2 →   f ′  ( x ) =   2 x   1 −    (   x 2 ) 2 =   2 x   1 −   x 4


  f  ( x ) = a r c   t g    1  x →   f ′  ( x ) =   −  1    x 2  1 +  1    x 2 =   −  1    x 2      x 2 + 1    x 2 =   − 1    x 2 + 1


  f  ( x ) = a r c   t g    1  x →   f ′  ( x ) =   −  1    x 2  1 +  1    x 2 =   −  1    x 2      x 2 + 1    x 2 =   − 1    x 2 + 1


  f  ( x ) =   e    x 2 + 3 x →   f ′  ( x ) =   e    x 2 + 3 x · ( 2 x + 3 )


  f  ( x ) =   e    x 2 + 3 x →   f ′  ( x ) =   e    x 2 + 3 x · ( 2 x + 3 )


  f  ( x ) =  3   x →   f ′  ( x ) =  3   x · l n 3 ·  1  2  x


  f  ( x ) =  3   x →   f ′  ( x ) =  3   x · l n 3 ·  1  2  x


  f  ( x ) = ln ⁡ (   x 3 − 5   x 2 ) →   f ′  ( x ) =   3   x 2 − 5 x    x 3 − 5   x 2


  f  ( x ) = ln ⁡ (   x 3 − 5   x 2 ) →   f ′  ( x ) =   3   x 2 − 5 x    x 3 − 5   x 2


  f  ( x ) =   l o g 3 ( 8   x 5 ) →   f ′  ( x ) =   40   x 4  8   x 5 · l n 3


  f  ( x ) =   l o g 3 ( 8   x 5 ) →   f ′  ( x ) =   40   x 4  8   x 5 · l n 3


  f  ( x ) =  log ⁡    3 x + 1 3 =  1 3  log ⁡  ( 3 x + 1 )


    f ′  ( x ) =  1 3 ·  3   ( 3 x + 1 ) · l n 10 =  1   ( 3 x + 1 ) · l n 10


    f ′  ( x ) =  1 3 ·  3   ( 3 x + 1 ) · l n 10 =  1   ( 3 x + 1 ) · l n 10


  f  ( x ) =  ln ⁡       ( 3 − x ) 2    e  x = 2  ln ⁡   ( 3 − x ) − l n   e  x = 2  ln ⁡   ( 3 − x ) − x  


  f  ( x ) =  ln ⁡       ( 3 − x ) 2    e  x = 2  ln ⁡   ( 3 − x ) − l n   e  x = 2  ln ⁡   ( 3 − x ) − x  


    f ′  ( x ) = 2 ·   − 1  3 − x − 1 =   − 2  3 − x − 1 =   − 2 − 3 + x  3 − x =   x − 5  3 − x


    f ′  ( x ) = 2 ·   − 1  3 − x − 1 =   − 2  3 − x − 1 =   − 2 − 3 + x  3 − x =   x − 5  3 − x


    f ( x )  g ( x )


  f  ( x ) =    (   x 2 + 3 x )  t g x


   ln ⁡  f ( x ) =  ln ⁡     (   x 2 + 3 x )  t g x →  ln ⁡  f  ( x ) = t g x ·  ln ⁡   (   x 2 + 3 x )


      f ′  ( x )  f ( x ) =  1    c o s 2 x ·  ln ⁡   (   x 2 + 3 x ) + t g x ·   2 x + 3    x 2 + 3 x


    f ′  ( x ) = f  ( x ) ·  [  1    c o s 2 x ·  ln ⁡   (   x 2 + 3 x ) + t g x ·   2 x + 3    x 2 + 3 x ]


    f ′  ( x ) =    (   x 2 + 3 x )  t g x ·  [  1    c o s 2 x ·  ln ⁡   (   x 2 + 3 x ) + t g x ·   2 x + 3    x 2 + 3 x ]


    f ′  ( x ) =    (   x 2 + 3 x )  t g x ·  [  1    c o s 2 x ·  ln ⁡   (   x 2 + 3 x ) + t g x ·   2 x + 3    x 2 + 3 x ]


  f ( x )


  x = a


    f ′  ( a ) =    lim  h → 0 ⁡    f  ( a + h ) − f ( a ) h


    f ′  (   a − ) =    lim  h →  0 − ⁡    f  ( a + h ) − f ( a ) h =    lim  h →  0 + ⁡    f  ( a + h ) − f ( a ) h =   f ′  (   a + )


  x = 2


  f  ( x ) =  {    3   x 2 − 4 x + 2 ,             x ≤ 2   8 x − 10 ,           x >


            lim  x →  2 − ⁡  f  ( x ) =  lim  x →  2 −  ( 3   x 2 − 4 x + 2 ) = 3 ·  2 2 − 4 · 2 + 2 = 6      lim  x →  2 + ⁡  f  ( x ) =  lim  x →  2 +  ( 8 x − 10 ) = 8 · 2 − 10 = 6   f  ( 2 ) = 3 ·  2 2 − 4 · 2 + 2 = 6 }


  → ∃    lim  x → 2 ⁡  f  ( x ) = f  ( 2 ) →  


  x = 2


  f ′  ( x ) =  {    6 x − 4 ,             x ≤ 2   8 ,           x >


        f ′  (  2 − ) = 6 · 2 − 4 = 8     f ′  (  2 + ) = 8 } → ∃   f ′  ( 2 ) = 8


        f ′  (  2 − ) = 6 · 2 − 4 = 8     f ′  (  2 + ) = 8 } → ∃   f ′  ( 2 ) = 8


  a


  b


  f ( x )


  ℝ


  f  ( x ) =  {    a   x 2 + b x + 2 ,             x ≤ 1   a  x −   b    x 2 ,                           x > 1


            lim  x →  1 − ⁡  f  ( x ) =  lim  x →  1 −  ( a   x 2 + b x + 2 ) = a ·  1 2 + b · 1 + 2 = a + b + 2      lim  x →  1 + ⁡  f  ( x ) =  lim  x →  1 +  ( a  x −   b    x 2 ) = a  1 −   b   1 2 = a − b   f  ( 1 ) = a ·  1 2 + b · 1 + 2 = a + b + 2 }


  ∃    lim  x → 1 ⁡  f  ( x ) = f  ( 1 ) → a + b + 2 = a − b → 2 b = − 2 →


  b = − 1


  b = − 1


  f  ( x ) =  {    a   x 2 − x + 2 ,             x ≤ 1   a  x +  1    x 2 ,                           x > 1 → f ′  ( x ) =  {    2 a x − 1 ,             x ≤ 1     a  2  x −  2    x 3 ,                           x > 1


        f ′  (  1 − ) = 2 · a · 1 − 1 = 2 a − 1     f ′  (  1 + ) =   a  2  1 −  2   1 3 =   a 2 − 2 } → S i   2 a − 1 =   a 2 − 2 → ∃   f ′  ( 1 )


        f ′  (  1 − ) = 2 · a · 1 − 1 = 2 a − 1     f ′  (  1 + ) =   a  2  1 −  2   1 3 =   a 2 − 2 } → S i   2 a − 1 =   a 2 − 2 → ∃   f ′  ( 1 )


  2 a − 1 =   a 2 − 2 → 4 a − 2 = a − 4 → 3 a = − 2 → a = −  2 3


  2 a − 1 =   a 2 − 2 → 4 a − 2 = a − 4 → 3 a = − 2 → a = −  2 3


  x = a


  x = a


  m = f ′ ( a )


  ( a ,   f  ( a ) )


  f ( x )


  x = a


  y − f  ( a ) =   f ′  ( a ) ·  ( x − a )


  −  1  m = −  1  f ′ ( a )


  f ( x )


  x = a


  y − f  ( a ) = −  1  f ′ ( a ) ·  ( x − a )


  f  ( x ) =   x 3 −   x 2 + 2 x


  r : 3 x − y + 5 = 0


  r : 3 x − y + 5 = 0 → y = 3 x + 5 → m = 3


    f ′  ( x ) →   f ′  ( x ) = 3   x 2 − 2 x + 2


  3   x 2 − 2 x + 2 = 3 → 3   x 2 − 2 x − 1 = 0 → x =   2 ±  4 + 12 6 =  {    x = 1 →   f ′  ( 1 ) = 3   x = −  1 3 →   f ′  ( −  1 3 ) = 3


  f  ( 1 ) =  1 3 −  1 2 + 2 · 1 = 2


  f  ( −  1 3 ) =    ( −  1 3 ) 3 −    ( −  1 3 ) 2 + 2 ·  ( −  1 3 ) = −  1 27 −  1 9 −  2 3 = −  22 27


  f  ( −  1 3 ) =    ( −  1 3 ) 3 −    ( −  1 3 ) 2 + 2 ·  ( −  1 3 ) = −  1 27 −  1 9 −  2 3 = −  22 27


  x = 1 →   y − f  ( 1 ) =   f ′  ( 1 ) ·  ( x − 1 ) → y − 2 = 3 ·  ( x − 1 ) →


  y − 2 = 3 x − 3 → y = 3 x − 1


  x = −  1 3 →   y − f  ( −  1 3 ) =   f ′  ( −  1 3 ) ·  ( x −  1 3 ) →


  y −  22 27 = 3 ·  ( x +  1 3 ) → y −  22 27 = 3 x + 1 → y = 3 x +  49 27


  f  ( x ) =   x 2 − 4 x


  A ( 1 ,   − 7 )


    f ′  ( x ) = 2 x − 4 →


  x = a


  y − f  ( a ) =   f ′  ( a ) ·  ( x − a ) → y −  (   a 2 − 4 a ) =  ( 2 a − 4 ) · ( x − a )


  A  ( 1 ,   − 7 )


  − 7 −  (   a 2 − 4 a ) =  ( 2 a − 4 ) · ( 1 − a ) → − 7 −   a 2 + 4 a = 2 a − 2   a 2 − 4 + 4 a


  →   a 2 − 2 a − 3 = 0 → a =   2 ±  4 + 12 2 =  {    a = 3   a = − 1


  →   a 2 − 2 a − 3 = 0 → a =   2 ±  4 + 12 2 =  {    a = 3   a = − 1


  a = 3


  y −  (  3 2 − 4 · 3 ) =  ( 2 · 3 − 4 ) · ( x − 3 ) → y + 3 = 2 ·  ( x − 3 ) → y = 2 x − 9


  a = − 1


  y −  (    ( − 1 ) 2 − 4 ·  ( − 1 ) ) =  ( 2 ·  ( − 1 ) − 4 ) · ( x −  ( − 1 ) ) →


  y − 5 = − 6 ·  ( x + 1 ) → y = − 6 x − 1


  y − 5 = − 6 ·  ( x + 1 ) → y = − 6 x − 1


  y = 0 → 0 = 2 x − 9 → x =  9 2 →  (  9 2 ,   0 )


  y = 0 → 0 = − 6 x − 1 → x = −  1 6 →  (  (   − 1 6 ) ,   0 )


  y = 0 → 0 = − 6 x − 1 → x = −  1 6 →  (  (   − 1 6 ) ,   0 )


  Á r e a =   b · h 2 → b =  9 2 −  (   − 1 6 ) =  14 3 ; h = 7 → A =    14 3 · 7 2 =  49 3


  Á r e a =   b · h 2 → b =  9 2 −  (   − 1 6 ) =  14 3 ; h = 7 → A =    14 3 · 7 2 =  49 3


  f ′ (   x 0 ) > 0 →


  x =   x 0


  f ′ (   x 0 ) < 0 →


  x =   x 0


    f ′  ( x ) > 0   ∀ x ∈  [ a ,   b ] →


   [ a ,   b ]


    f ′  ( x ) < 0 ∀ x ∈  [ a ,   b ] →


   [ a ,   b ]


  f ′ ( a ) = 0 →


  x = a


  f  ( x ) < f  ( a )   ∀ x ∈ D o m f →


  x = a


  f  ( x ) > f  ( a )   ∀ x ∈ D o m f →


  x = a


  f  ( x ) =   x 3 − 6   x 2 + 1


   [ − 3 ,   5 ]


    f ′  ( x ) = 3   x 2 − 12 x


    f ′  ( x ) = 0 → 3   x 2 − 12 x = 0 → x ·  ( 3 x − 12 ) = 0


  →  {    x = 0   3 x − 12 = 0 → 3 x = 12 → x = 4


  →  {    x = 0   3 x − 12 = 0 → 3 x = 12 → x = 4


    − ∞          ( − 1 )                         0


     ( + 1 )                             4


     ( + 5 )           + ∞


  −


  −


  +


  


    f ′  ( 1 ) = 3   · 1 2 − 12 · 1 = −


    f ′  ( 1 ) = 3   · 1 2 − 12 · 1 = −


    f ′  ( 5 ) = 3   · 5 2 − 12 · 5 = +


   ( − ∞ , 0 ) ∪  ( 5 , + ∞ )


   ( 0 , 4 )


  x = 0 →


  x = 0


  → f  ( 0 ) =  0 3 − 6   · 0 2 + 1 = 1 → M á x i m o   r e l a t i v o  ( 0 , 1 )


  x = 4 →


  x = 4


  → f  ( 4 ) =  4 3 − 6   · 4 2 + 1 = − 31 → M í n i m o   r e l a t i v o  ( 4 ,   − 31 )


   [ − 3 ,   5 ]


  f  ( − 3 ) =    ( − 3 ) 3 − 6   ·  ( − 3 ) 2 + 1 = − 80 < f  ( 4 ) = − 31 → M í n i m o   a b s o l u t o   ( − 3 ,   − 80 )


  f  ( 5 ) =  5 3 − 6   · 5 2 + 1 = − 24 < f  ( 0 ) = 1 → M á x i m o   a b s o l u t o   ( 0 ,   1 )


  f  ( 5 ) =  5 3 − 6   · 5 2 + 1 = − 24 < f  ( 0 ) = 1 → M á x i m o   a b s o l u t o   ( 0 ,   1 )


  a ,   b ,   c


  f  ( x ) =   x 4 + a   x 3 + b   x 2 + c x


  f  ( x )


  x = 0  


  y = x


   ( 1 ,   4 )


  f  ( x )


  x = 0  


  y = x →   f ′  ( 0 ) = 1


    f ′  ( x ) = 4   x 3 + 3 a   x 2 + 2 b x + c →   f ′  ( 0 ) = c → c = 1


   ( 1 ,   4 ) →   f ′  ( 1 ) = 0 ,   f  ( 1 ) = 4


      f ′  ( 1 ) = 0 → f ′  ( 1 ) = 4 ·  1 3 + 3 a   · 1 2 + 2 b · 1 + 1 = 0


  → 4 + 3 a + 2 b + 1 = 0 → 3 a + 2 b = − 5


  → 4 + 3 a + 2 b + 1 = 0 → 3 a + 2 b = − 5


  f  ( 1 ) = 4 → f  ( 1 ) =  1 4 + a   · 1 3 + b   · 1 2 + 1 = 4 →


  f  ( 1 ) = 4 → f  ( 1 ) =  1 4 + a   · 1 3 + b   · 1 2 + 1 = 4 →


  1 + a + b + 1 = 4 → a + b = 2


  1 + a + b + 1 = 4 → a + b = 2


      3 a + 2 b = − 5   a + b = 2 } →     3 a + 2 b = − 5   − 3 a − 3 b = − 6 } → − b = − 11 → b = 11


  → a + 11 = 2 → a = − 9


  → a + 11 = 2 → a = − 9


  f  ( x ,   y ) =   x · y 2


  x + y = 12


  x + y = 12 → y = 12 − x → f  ( x ) =   x ·  ( 12 − x ) 2 =   12 x −   x 2 2 = 6 x −     x 2 2


    f ′  ( x ) = 6 −   2 x · 2 −   x 2 · 0 4 = 6 −   4 x 4 = 6 − x


  6 − x = 0 → x = 6


  0                                  ( + 1 )                                                         6


    ( + 7 )                       12


  +


  −


  x = 6


  y = 12 − x → y = 12 − 6 →


     lim  x → a ⁡    f ( x )  g ( x )


   0 0


       lim  x → a ⁡      f ′ ( x )    g ′ ( x ) = l →    lim  x → a ⁡    f ( x )  g ( x ) = l


     lim  x → 3 ⁡     2  x − 8  x − 3 =    2 3 − 8  3 − 3 =  0 0   I n d e t →   L ′ H =    lim  x → 3 ⁡     2  X · l n 2 1 = 8 l n 2

