TEMA 11. DERIVADAS

1. TASA DE VARIACION MEDIA

Se llama TASA DE VARIACION MEDIA (TVM) de una funcién f(x) en un intervalo
[a, a + h] al cociente:
_fla+h)—f(a) _fla+h)-f(a)

TVM[a’a_’_h] - (a + h) —a - h [la+h

Esta formula nos da el promedio de variacién de la e

funcidn en este intervalo. 7 a ah

Geométricamente, la tasa de variacion media
representa la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos:

(a,f(@)) y(a+h fla+h))

Eiemplo: Calcula la tasa de variacion media de la funcion f(x) = 3* en el intervalo
[1,4].

f4)-f@) 3*-3' 81-3 78
WMy =——7 =—3 =—3 =372

2. DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Si reducimos la amplitud del intervalo [a, a + h] al punto x = a obtenemos la
DERIVADA DE LA FUNCION EN EL PUNTO x = a.

i = i @R =@

h—-0

Cuando el limite no existe decimos que la funcién no
es derivable en ese punto. f(a)

Geométricamente la derivada de una funcién en un
punto representa la pendiente de la recta tangente
a la funcidn en dicho punto.

(Geogebra)
Eiemplo: Calcula la derivada de la funcién f(x) = x2 + 2x en x = 1.
f(A+h)—fQ) . [A+h)?+2-(1+h)]—-[12+2-1]
= lim
h

f'() = lim

h—0 h
 14+2h+h*+2+2h—-3 _ h’+4h  h(h+4)
lim =lim = lim =lim(h+4) =4
h—0 h h—0 h h—0 h—0
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3. FUNCION DERIVADA

Se llama FUNCION DERIVADA, f'(x), a la funcién que asocia a cada x la derivada en
ese valor:

o = i EH D 1@

Eiemplo: Calcula la funcién derivada de f(x) = 3x2 — 7x + 13.

 fx+h)—f(x) . [3(x+h)?>—7(x+h)+13]—[3x% —7x + 13]
f'x) = 1111_13(1) A = lim

h—0 h
~ 3x2+6xh+3h*—7x—7h+13-3x*+7x—13 __ 6xh+3h*>—"7h
= lim = lim =
h—0 h h—0 h
. h(6x+3h—-7)
= lim =lim6bx+3h—7=6x—7
h—0 h h—0

S2. Ejercicios: pdg. 278, ej.1; pdg. 279, ej. 3; pdg. 280, €j. 6, 7.

4. REGLAS DE DERIVACION

Aplicando la definicién de derivada podemos obtener un catdlogo de derivadas de
funciones elementales para no tener que estar continuamente calculando limites,
estas son las REGLAS DE DERIVACION.

a. f()=k->f'"(x)=0

b. f(W)=x->f'(x)=1

c. f)y=x">f"(x)=n-x""1

d f)=k-ux)->f'(x)=k-u'(x)

e. f(x)=ul)+vx)->f'x)=ux+vXx)

f. f(x) =] - f'(x)=n[uC)]" )

g fO)=ul) vx) - f'(x)=u'(x) v(x)+ulx) - v')

. fG) =2 pr() = M )

u?(x)
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Ejemplos:
a. f(x)=5-f'"(x)=0
b. f(W)=x-f'(x)=1
c. fX)=3x-f'(x)=3:-1=3
d. f)=x*>f'(x)=4 x3
e. fL)=7x*>f'(x)=7-2-x=14x
f. f(x)=3x3—-5x*4+7x+1->f'(x) =9x% —10x +7
g f(@X)=0CBx2+2x—-3)3>f'(x) =3-(Bx?+2x—3)%-(6x+2)

h f@ =V FI= @2+ 15 - f0) =2 2+ 15 (20)

. f(x)=(3x—5)-Wﬂf’(x)zSB\/E-l—(Bx—S)-#x_z

3x+1

x2

3x2-2x-(3x+1) _ 3x%-6x?-2x _ —3x2-2x _ —3x-2

J- f(X) = - f,(x) = o x4 - x4 3

S2. Ejercicios: pdg. 284, ej. 10 a, b, ¢, d, 11; pdg. 285, ej. 13, 16a; pdg. 300, ej. 39, 41
a-e42.

i. f(x)=sen(ux))-f'(x)= cos(u(x)) ~u'(x)
i f(x) = cos(u(x)) - f'(x) = —Sen(u(x)) ' (x)
k. f(x) =tg(u) - f'(x) = [1+tg*(u()] - v'(x)

ur(x)

. f(x) =arcsen (ux)) - f'(x) = Nre=rees)

—ur(x)

m. f(x) =arccos(u(x)) - f'(x) = T

ur(x)

n. f(x) =arctg(u®)) - f'(x) = ——

1+u?2(x)
0. f(x)=e"*® 5 f'(x) = e*® ./ (x)
p. f(x) =a*® o f'(x) = a*® - na - v/ (x)

0. f(x)=In @)~ f(x) =22

u(x)

ur(x)

r. f(x) =loga(u(x) - f'(x) =

u(x)-lna
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Ejemplos:

a.

b.

f(x) =sen(x?*+5x—1) - f'(x) = cos(x? + 5x — 1) - (2x + 5)

— roo/r2 — ) = — 2 — 1. —L@x+5)
f(x) =cosvx?+5x—1- f'(x) senVx? +5x — 1+ ———=

f)=tg(x®*+1) > f'(x) = [1 +tg* (x> + 1)] - 3x?
f(x) =sen3(2x —1) - f'(x) = 3 -sen?(2x — 1) - cos(2x — 1) - 2
=6-sen’*(2x — 1) - cos(2x — 1)

2 1
_ , _ 2V2x+3 __ __ _2x+3 _ -1 —
f(x) =arccosv2x +3 - f'(x) = Jl—(%)z = Vzx—2  y2x—2+2x%3
3 -1
Vax2 +2x —6
2x 2x

f(x) =arcsenx? - f'(x) =

J1-(x2)2 =T
1 - -1
2 2
fG) =arctg 3= f'() =5 =F5 =
X 2

X

-1
x2+1

f(x) — ex2+3x N f’(x) — ex2+3x -(2x +3)

fG)=3% > () =3%.n3 - —
f() = 1In (x* = 5x7) - f'(x) = 22
f @) = logs (8x5) - f'(x) = ~ &

S3. Ejercicios: pdg. 284, ej. 10 e-j; pdg. 285, ej. 14, 15, 16; pdg. 286, ej. 17, 18, 19.

S4. Ejercicios: pdg. 300, ej. 43; pdg. 301, ej. 42, 44, 45, 46, 47.

5. APLICACIONES DE LA DERIVADA

La derivada de una funcién nos permite estudiar el CRECIMIENTO y los MAXIMOS y
MINIMOS de una funcién.

(Geogebra)

Si f'(x¢) > 0 — la funcién es CRECIENTE.
Si f'(xg) < 0 — la funcion es DECRECIENTE.

Si f'(x0) = 0 = Hay un MAXIMO o MiNIMO RELATIVO.
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Eiemplo: Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los puntos maximos y
minimos.

x3

f&) =

x2—13

12 Derivamos la funcion.
% )_3x2-(x2—3)—x3-2x_ 3x* —9x? —2x*  x* —9x?
A (- 3)? T GF-32 (-3

22 |gualamos a cero la derivada y resolvemos la ecuacion.

x* —9x?
(x2_3)2=0—>x4—9x2=0—>x2 x2-9) =
_){ x2=0-x=0
x> =—9=0->x*=9->5x=143

392 Estudiamos el crecimiento en los diferentes intervalos sustituyendo valores en la
derivada.

—Q0

////:;///?\\\\;;\\\$/////;;//?'\\\\;i\\\$

(—4)* =9 (~4)* _

C+D*—9-(+1)?

Y=y = P =Gy -
NG et M e -9 (h?
FeV="nr—3r ~ e (e ey

La funcién crece en (—o0, —3) U (3, 4+ ) y decrece en (—3,0) U (0,3)

42 Observamos los maximos y minimos.

Tenemos un maximo en x = —3 — Calculamos la segunda coordenada sustituyendo
x = —3 en la funcién original.
—3) (-3)° 9 Mixi ( 3 9)
-3)=———>=—=-> Maximo |—3,—=
f (-3)2-3 2 2

Tenemos un minimo en x = +3 — Calculamos la segunda coordenada sustituyendo
x = +3 en la funcidn original.
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— — Minimo

(+3* 9
(+3)2 -3 2 (

9
+3,+—)

f(=3) = -

S5. Ejercicios: pdg. 289, 22, 23.

6. REPRESENTACION DE FUNCIONES

Para representar una funcion obtendremos:
12 Dominio.
Casos especiales: funcionales racionales, radicales y logaritmicas.
292 Cortes con los ejes.
Eje Y = x = 0 —Sustituimos la x por 0.
Eje X = y = 0 —lgualamos la funcién a 0 y resolvemos.
32 Simetria.
f(=x) = f(x) =Funcion par
f(=x) = —f(x) =Funcion impar
42 Asintotas.

Asintota Vertical. Valor concreto fuera del dominio. Calculamos los limites
laterales para estudiar la posicidn.

Asintota Horizontal. y = lim f(x)
X—00

m=limLx)¢0

Asintota Oblicua.y = mx +n - x—eo X
n = lim(f(x) — mx)
X—00
52 Monotonia. Derivamos y estudiamos el signo de la derivada en los intervalos.
62 Extremos. Igualamos la derivada a cero y obtenemos los maximos y minimos.

72 Representacion.
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3.1 REPRESENTACION DE FUNCIONES POLINOMICAS

Ejemplo: Representa la siguiente funcién polindmica
fx)=x3-3x*+4

a) Dominio. Domf =R
b) Cortes con los ejes.

Corte con el eje OY:

x=0->y=03-3-024+4=4-(0,4)
Corte con el eje OX:
y=0-x3-3x2+4=0->x=2,x=-1-(2,0),(-1,0)
c) Simetria
f(=x) = (—x)3 = 3(—x)? + 4 = —x3 — 3x? + 4 >No es simétrica

d) Asintotas.

Asintota vertical. No existe ya que Domf = R.

Asintota horizontal.

lim x3 —3x2+4 =40 lim x3—-3x%2+4=—-

X—+00 X—>—00
No existe asintota horizontal.
Asintota oblicua.

3_ 2
m = lim@ = lim xTosxTHa

X—00 X X—00

= oo —No existe asintota oblicua.
e) Crecimientoy maximosy minimos.
fl(x) =3x2—6x > 3x2—6x=0->x(3x—6)=0

_){ x=0
3x—6=0-3x=6 >x=2

f'(-1D) =3(-1D)*-6(-1) =+
f'(+1) =3(+1)%*-6(+1) = —
fr(+3) =3(+3)2 = 6(+3) = +
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La funcidn crece en (—o,0) U (2, +) y decrece en (0, 2)
Hay un méximoenx =0 - f(0) =03—-3-02+4=4-(0,4)
Hay un minimoenx =2 - f(2) =23 —-3-224+4=0- (2,0)

f) Representacion:

BOSQUEJO

S6. Ejercicios: pdg. 293, ej. 26; pag. 302, ej. 66.

3.2 REPRESENTACION DE FUNCIONES RACIONALES

Ejemplo: Representa la siguiente funcién polindmica
x? —3x

fe) = x+1
a) Dominio.
x+1=0->x=-1-Domf =R—-{-1}
b) Cortes con los ejes.
Corte con el eje OY:
02-3-0
=—=0-(0,0)

Corte con el eje OX:
2
x“ —3x

=0 ->x2-3x=0-x(x—-3)=0

x+1

y=0-
x=0-(0,0)

*&—3=0ax=3a@ﬁ)

c) Simetria.
— No es simétrica.

oy _ (0P-3(=x) _ xP+3x
f( x) o -x+1 T —x+1
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d) Asintotas.

Posible asintota vertical en x = —1 — Estudiamos continuidad
lim £(x) -D*-3-(-1) 4 Di tinua de salto infinit
= = —
xl)rzllf x ) 0 iscontinua de salto infinito
-1,1)2-3-(-1,1
(limf(x)=( ) ( )=—
AVix=—1-{""" L+l
' i ) (=0,9)* = 3-(=0,9) 4
= = (00]
im f G —0,9 + 1
Asintota horizontal.
x? — 3x

im
x-+o x + 1
Asintota oblicua.

o x?—3x
m = lim 5 =1-m=1
x—+00 X4 4+ X

x? —3x Cox?=3x—x(x+1)  x*?-3x—x%?-—x
n = lim —x | =lim = lim

x+1 x—00 x+1 X—00 x+1
—4x
= lim =—4
x+1
X—00
y=x—4-
x? —3x x2=3x—(x—4)-(x+1)
= —(x—4) =
[ =y==77 ~&=9 X+ 1
X -3x—x*—x+4x+4 4
B x+1 Tx4+1
li 4 = 4 =0
xomox +1  —1000 +1
4 4

0+

li = =
rotox +1 1000 + 1

e) Crecimientoy maximosy minimos.

oo x=3)(x+1D)-(x*-3x)-1
fi(x) = Gt 1)2
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_ 2x*+2x—3x—-3-x"+3x x*+2x-3
B (x+1)2 T (x+1)2

x%+2x—3
(x+1)2

-3

— 2 _2— X =
=0 - x2+2x—3 0—>{x=1

—o0 =3 | —1 | 1] +00

(=4) (=2) (+2)
+ —

(4> +2-(-4) -3 _

fi=% = (—4 + 1)2
=3
po- @203

fl(+2) = HZ)Z(J:F'S;Z) i

La funcién crece en (—o0,—3) U (1,4+) y decreceen (—4,—1) U (—1,1)

—3)2-3.(=
Hay un maximoenx = —3 - f(-3) = % =9-(-3,9)
12-3-1

Hay un minimoenx =1 - f(1) = —

=-1-(1,-1)

f) Representacion:

304

S7. Ejercicios: pdg. 293, ej. 27; pdg. 302, ej. 67, (68).
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7. PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

19 Representamos geométricamente el problema.

29 Expresamos la funcién que queremos optimizar.

32 Expresamos en forma de ecuacion la relacién entre ambas variables.

42 Despejamos una de las variables en funciéon de la otra y sustituimos en la funcion.
52 Derivamos la funciéon e igualamos a cero para obtener los puntos extremos.

62 Confirmamos que se cumplen las condiciones del problema.

Eiemplo: Encuentra las dimensiones del triangulo rectangulo de drea maxima del que
sabemos que la suma de los catetos es 12 cm.

12 Representamos el problema.

22 Obtenemos la funciéon del drea del tridngulo (funcién
a optimizar).

fey) ==

32 Expresamos la relacion entre ambas variables:
x+y=12
42 Despejamos una de las variables en funcién de la otra y sustituimos en la funcion.

x-(12—=x) 12x —x? x?
x+y=12->y=12—-x- f(x) = > = 5 =6x—?

52 Derivamos la funcion e igualamos a cero para obtener los puntos extremos.

o) = 6 2x-2—x2-0_6 4x_6

A 4 P T
6—x=0->x=6

62 Estudiamos el signo de los intervalos:

0 (+1) 6 ‘ ‘

+ —_
Por tanto, en x = 6 hay un maximo.
y=12—-x->y=12-6 -
Por tanto, el triangulo sera un tridngulo isdsceles de 6 cm cada cateto.

11
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S8. Ejercicios: pdg. 290, ej. 24, 25; pdg. 302, ej. 63, 65.
5$9-10. Problemas de Optimizacion. Ficha de ejercicios
S11-12. Repaso.

$12. Ejercicios: Pre-Examen 8. Derivadas.
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