TEMA 10. LIMITES Y CONTINUIDAD

1. LIMITES GRAFICAMENTE

1.1 LIMITES CUANDO x —> + 0 X —> —

El LIMITE DE UNA FUNCION EN x — +00 0 x = —o0 es el valor al que se aproxima la
funcion cuando la x toma valores muy grandes (x = +0) 0 muy pequeios (x - —).

Ejemplos:

a) b) c) d)

ST
,_,,/ A= T

Jim feo=-1 | Jlm f=-e | A0SO lin, f00 = noexiste
i - lim f(x) =2 = +o0 lqim00 f(x) = no existe
A, S () = o0 AT lim f(x) o
X—4 00
= 400

1.2 LIMITES CUANDO x — ¢

El LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO es el valor que toma la funcién cuando la x
se aproxima a dicho punto.

Para calcular el limite en un punto debemos calcular los limites laterales:

e Limite por la izquierda— lim f(x), es decir x se aproxima a c por la izquierda.
X—-C™
e Limite por la derecha— lim _f(x), es decir x se aproxima a c por la derecha.
X—C
Unicamente existe limite si lim f(x) = lim f(x).
x-c~ x—-ct

Si lim f(x) =coy lim f(x) =00 - ﬂ}ci_r)r}f(x)
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Eiemplo: Calcula lim f(x),lim f(x),lim f(x), lim f(x)
x—0 x—-1 x—3 xX—6

lim f(x) = 4o

Moy f() = {leir_glj(x) —o A/

lim f(x) =-1
lim f(x) - {ilzr;f(x) 1 lim f(x) = —1
o fmr@=
lim f(x) - {)}Lr?+f(x) = 442 AlM S0
lim f(x)=1
limf(x) = {xl;r;f(x) _q 7 lmfe) =1

S1. Ejercicios: pdg. 256, ej. 17; pdg. 258, ej. 18; pdg. 267, ej. 46; pdg. 269, ej. 78.

2. LIMITES CUANDO x = 400 0x = —©

2.1 LIMITES DE FUNCIONES POLINOMICAS

El limite cuando x = +00 0 x = —oo de una funcion polindmica es siempre +00 0 —
dependiendo del término de mayor grado.

Ejemplos:
a) lim 5x3+3x2+x=5-(+%)3 =45 400 =+

X—+o00

b) lim —5x3+3x2+x=-5-(+%)3=—-5:+00 = -0

X—+o00

c) lim =5x3+3x?+x=-5-(—»)3=—-5-—0 =+

X——00

d) lim 5x3+3x2 +x=5-(—0)3 =45+ —00 = —0

X—>—00

e) lim 3x?2+x=+43:(—0)? =43 400 =+

X——00

f) lim —3x24+x=-3-(—0)2=-3 40 =-0w

X——00

g) lim x5 = 3/(Fe0)s = VFe = +o5
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h) lim V—x5= {/—(+0)5 = /=0 = —o0

X—+o00

) lim Y=x5 = /~(~0)5 = {/~(~) = V¥ = +oo

i) lim v—x3= \/—(-1-00)3 = \/—(+oo) = +/—o00 = No existe

xX—+00

k) lim V¥ = /(=0)8 = /(+00) = +00

2.2 LIMITES EN FUNCIONES RACIONALES f(x)=P(x)/Q(x)
CASO: x —» 4+

En una funcidn racional para calcular el limite cuando x = +00 comparamos el grado
del polinomio del numerador y del denominador.
P(x) oo

im =—1 ndeterminacion
ot Q(x) o0

(Si gradode P > gradode Q - lim = to

X—+00
im P9 i S ) G rado de p dodeQ — lim =+
im = lim — = igradode P = gradode Q —» lim =-—
x—+00 Q(x)  x—>+c0bxq + - 9 g x=400 b
Sigradode P < gradode Q — lim =0
X—+0
Ejemplos:
. 3x3+2x-1 . 3x3 +
a) lim ————= lim =—=+00
x—+00 10x24+7x+3 X—+00 10x2 +
. —3x3-5x%2-1 . -3x3 -3 -1
b) lim ————= 1 =—=—
x—+oo 6x3-7x2 x—+o0 6x3 6 2
. 10x-3 . 10x
c) lim = =0
x—+00 —5x2+2 X—+400 —5x2
. 10x*45x ) 10x* +
d) lim — = lim - =—-=—
x—>+00 6—X xX—+00 —X -
CASO: x » —

Para calcular el limite cuando x = —oo calculamos lim f(x) = lim f(—x)
X—>—00 X—+o00

Ejemplos:
. 3x3+2x-1 . 3(-x)3 -
a) lim ————= =—= -
x——00 10x2+7x+3 x—+00 10(—x)2 +
. —3x3-5x2%2-1 . -3(-x)) +3 -1
b) lim ———— = lim (0 _#B8_1
X——00 6x3-7x2 X—+00 6(—X)3 -6 2
. 10x%*+5x ) 10(—x)* +
c) lim — = lim (—)3=—=+OO
x—>—00 6—X x—>+00 —(—x) +

S2. Ejercicios: pdg. 267, ej. 40 a-h, 41 a-h.
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2.3 LIMITES EN FUNCIONES o — o

Al restar dos expresiones infinitas obtenemos = oo — oo Indeterminacion
CASO 1. Raiz — raiz. Multiplicamos y dividimos por el conjugado.

Ejemplo 1: Calcula

(VxZ+x—Vx2+ 1) (Va2 + x +Vx% + 1)

;im\/x2+x—\/x2+1= lim

X0 Va2 +x+Vx2+1
2 2
. (VxZ+x) = (VxZ+1) . x2+x—x%2—-1
= lim =
x=00 NxZ 4+ x+Vx2+1 x=0/x2 + x +Vx2 + 1
_ x—1 11
= lim >

w-o\xZ Fx+VxZ+1 1+1 2
Ejemplo 2: Calcula

xlir_n \/x2+x—\/x2+1=xlirp \/xz—x—\/x2+1

(VxZ—x—Vx2+1)- (Va2 —x +Vx2 + 1)

= lim
Xt Va2 —x+Vx?2 +1
2 2
y (Va2 —x) — (Vx2 +1) . x2—x—x%-1
= |lim = l1im
xomo fx2 —x +/x2 + 1 xowfx2 —x +xZ + 1

—-x-—1 -1 1

im = =
xoox2 —x+Vx2+1 141 2

CASO 2. Fraccion — Fraccion. Reducimos a comun denominador.

Ejemplo 1: Calcula
_ <3x+5 x2—2> o x-(Bx+5)—2-(x2-2)
lim — im

X—00 2 X X—00 Zx
C 3x%2+5x—2x*+4  x*+5x+4
= lim = lim —— =
X —00 2x X —>00 2x

Eiemplo 2: Calcula

_ 3x3+5 4x3 —x _ —3x3+5 —4x3+x
lim — = lim —

x—-o0 \ X+ 2 x—2 x>t \ —x + 2 —x — 2

(—3x345) - (—x—2) = (—4x* +x) - (—x + 2)

~ x4k (=x+2)-(—x—-2)
. 3x* +6x3 —5x — 10 — 4x* + 8x3 + x? — 2x
Rt x2+2x—2x—4
o —x*+14x3 4+ x> —-7x—-10
= lim 5 = —o0
xX—00 x*—4

S3. Ejercicios: pdg. 267, ej. 42, 45; pag. 270, ej. 8; pdg. 271, ej. 14.
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2.4 LIMITES DE UNA POTENCIA

o (+00)" =00, (+00)™® =0
e Sia>0- (+o)%¥=+400. Sia<0- (+0)*=0

e Sia#0-a’=1.

+o0 __
° Sia>1—>{a _OO_+OO

a =0

400 __
e Sio<a<1-{% =9
a = =+
e 1% 1~ Indeterminacién
Numero e

1 X
lim (1 + —) =e
X—00 X
Ejemplos: Calcula los siguientes limites:
a. lim (x? +1)*73 = (+00)*® = 0
X—>+ 00

b. lim (ﬁ)x+1 — (400)® = 0

x——o00 \1—Xx

c. lim (3 -7x)"2=(+0)"2=0

X—+00

d. lim ("Zx"g)z = (+)? = +o

X—+00

e Jim (57) = ()™ = 4o
i (52— o

& Jtm () =) =0

nJim (55) = (5) =+

Ejemplos: Calcula los siguientes limites:

a. lim (1 + L)XH =e

xX—+00 x+1

b. lim (1+ xiz)xz —e

X—>+00
e Jim (147 = im [(1+2)7] =
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2 2
2x x+21% x+2 ;g—wox
d. lim (1+i) = lim (1+L) ]“: lim [(1+L) ] Y=
Xx—+00 x+2 Xx—+00 x+2 xX—+00 x+2
02
X241 2
e. lim (E) * > Dividimos (x*+1):(x +5)
x—>+o00 \X+5 —_ 1
x2+1
x%241 x%2+1 x
] (x“)x = lim (1 _4)x = lim (14— -
x4t \x + 5 =R = am ity =
—4
—4 xZ +1 —4x%-4
X+51x+5 X+57x2+5x
—Z —Z
li I[ 1 ]I lim | 1 ]I —4
am (1t rs | S m N ters =€ =g
N = N =

S4. Ejercicios: pdg. 255, ej. 13, 14; pdg. 266, ej. 37, 38; pdg. 267, €j. 45.

3. LIMITES CUANDO x — ntimero

3.1 LIMITE DE UN POLINOMIO
Para calcular el lim f'(x), sustituimos x por ¢ y calculamos f (¢).
X—C

\d

Ejemplo: Calcula el siguiente limite:
lirr%(x2+5)=12+5=6
X—

lim (x2+5) =06
x— 1

3.2 LIMITE EN UNA FUNCION “A TROZOS” :
1

Caso 1. Calculo del limite en el punto
de ruptura

Calculamos los limites laterales:
Si lim f(x) = lim f(x) =1-lim f(x) =1
xX—=>Cc~ xX—=c+ X—C

Si lim f(x) # lim f(x) =1 — No existe limite
X—>Cc™ xX—>Cc+
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= (Caso 2. Calculo del limite en otro punto cualquiera
Sustituimos el punto en el trozo correspondiente.

Eiemplos: Dada la funcién

x—5 <3
f(x)—{ x+ 2 ;23

Calcula lim f(x), lim f(x), lim f (x)
x—3 x—1 x—-7
a) Para calcular lirrgl) f (x) necesito calcular los limites laterales:
x—
lim f(x)=2-3-5=1
x—-3"
lim f(x)=-3+2=-1
x-3%
Como lirgl flx) + lirglJrf(x) — No existe limite en x=3.
xX—>3" X—
b) Para calcular lin} f(x) sustituimos en el primer tramo:
X—
limf(x) =2-1-5=-3
x-1
c) Para calcular lirr; f(x) sustituimos en el segundo tramo
X—

limf(x) = —-74+2=-5
x—7

S5. Ejercicios: Ficha de ejercicios.

3.3 LIMITE EN FUNCIONES RACIONALES f(x)=P(x)/Q(x)

P(x) _ P(c)

CASO 1. Si al sustituir x porc, Q(c) # 0 - 11 10 = 0@

Ejemplo: Calcula
x% —4 32 -4 5 _

1
l' = = —_ —
35x+10 5-34+410 25 5

CASO 2. Si al sustituir x porc Q(c) = 0 —» 1' gg; + 00 —

Calculamos los limites laterales, sustituyendo en puntos muy préximos a ¢ por ambos
lados.

, x2+3 12+3 4
lim = = —
x~1x2—5x+4 12-5-1+4 0
092+3
xllr{l_f(x) 50914 = (12,29) = 4
1 ()— 112+3 = (—14,5) =
Jim, f(x 51,1+ 4 )=
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CASO 3. Si al sustituir x por c Q(c) = 0y P(¢) = 0 — Indeterminacion.

Factorizamos por Ruffini y simplificamos.

Ejemplo:
x%> -4 (=2)2 -4

0

A 2 152 110 (-2)F+2 (—2)2+5-(-2)+10 0

X2 —4=0-x*=4-ox=+tVdox=42->x*—4=(x+2)(x—2)

x34+2x*4+5x+10=0
1 2 5 10

x2+5=0->x2=-5-5x=v-5
x3+2x2+5x+10 = (x + 2)(x2 + 5)
x?—4 C (x+2)(x—-2)  x-2

—2-2

lim

—4

x>2x3 +2x2 +5x +10 (x+2)(x2+5) x2+5 (-2)2+5 9

S6. Ejercicios: pdg. 258, ej. 19; pdg. 267, ej. 47, 48, 49, 50 q, c.

4. CONTINUIDAD

Una funcién es CONTINUA si “puede ser construida de un
solo trazo”.

Una funcién CONTINUA EN EL PUNTO x = c cumple:
lim f(x) = lim f(x) = f(c)
x—-c~ x—ct

Existen tres tipos de DISCONTINUIDADES:

Discontinuad de salto infinito

lim f(x) = 200 lim f(x) = oo
x—c~ x—ct
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- e e e an vo oo wnen: el TN

.
lim f(x) = +o0 lim f(x) = —o0

Discontinuidad de salto finito

Jim 1) # lim £

s,
[

Discontinuidad evitable

lim £(x) = lim, f(x) # f(c)

4.1 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION A TROZOS

A) Estudio de la continuidad de una funcidén a trozos:

Las funciones a trozos pueden ser discontinuas en los puntos de ruptura.
19 Calculamos los limites laterales y valor de la funcidn en los puntos de ruptura.

29 Clasificamos el tipo de discontinuidad.

Ejemplos: Estudia la continuidad de la siguiente funcién

x? -1 x<0
fx)=42x -1 0<x<?2
x+5 x =2

Los puntos de rupturasonx = 0,x = 2
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lim f(x) =lim (x*-1)=02-1=-1
x—0~ x—0

lim f(x) =lim(2x—-1)=2-0—-1=-1
x—-0% x—0

f(0)=02—-1=-1
lir(r)l_ fx) = lir(r)1+f(x) = f(0) —La funcién es continuaen x = 0
X— X
lim f(x) =lim(2x—-1)=2-2—-1=3
xX—2~ xX—2

lim f(x) =lim(x+5)=2+5=7
x—-2+ x—2

f(2)=2+5=7
lirgl flx) # liI%IJr f(x) = La funcion es discontinua de salto finito en x = 2
X2 X
S7. Ejercicios: pdg. 260, ej. 20; pdg. 268, ej. 51, 54, 61.

B) Calculo del pardmetro desconocido para que una funcidn sea continua:

19 Calculamos los limites laterales y valor de la funcidn en los puntos de ruptura.
292 |gualamos las tres expresiones y resolvemos la ecuacién.
Ejemplo: Halla el valor de k para que la funcién sea continua.

foo ={

2x—5 x<1
x+k x>1

El punto de rupturaes x = 1.
x=1
lim f(x) =lim(2x—-5)=2:-1-5=2-5=-3
x-1" x-1
lim f(x) =lim(x+k)=1+k
x—1t x-1
f(1)=2-1-5=-3
1+k=-3-k=-3-1-k=-4

S8. Ejercicios: pdg. 260, ej. 22; pdg. 268, ej. 55; pdg. 271, ej. 12, 13, 21, 22.
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4.2 CONTINUIDAD DE FUNCIONES RACIONALES f(x) = %

Las funciones de tipo f(x) = son discontinuas en los valores que anulan el

P(x)
Q(x)
denominador.

12 Igualamos el denominador a cero y resolvemos la ecuacion.

29 Estudiamos el tipo de discontinuidad sustituyendo la solucidn de la ecuacion en la
funcién.

e Sial sustituir Numerador # 0 — lim 222 =m0 — 4o

x—c Q(x) 0

La funcién es discontinua de salto infinito en dicho punto y es necesario
calcular los limites laterales.

e Sial sustituir Numerador = 0 - f lim Px

0 . . -
=- —Factorizamos, simplificamos
x—cC Q( ) 0

y volvemos a sustituir.
o SilimZ® P(x) __ numero
x—c Q(x) 0

o Si hmL =numero — Discontinua evitable.
x—c Q(x)

— Discontinua de salto infinito.

x3-2x2
x2—x—-2

Eiemplo: Estudia la continuidad de la funcién f(x) =

X*—x—2=0->x= - - :{

2-1 2 3 x=-1
La funcion es discontinuaenx =2y x = —1.
x=-1
lim f(x) 3° 223" _ =3 Discontinua de salto infinit 3
i e —
;_rpgfx 233 0 iscontinua de salto infinito en x
lim ) 2,93 — 22,92
= = —00
Jm ) =597 59 -2
y _3,13—2-3,12_+
Jm fO) =331 %
x=2
22-2-22 0 x2(x —2) _ x? 22 4
llmf(X')_————)llm = lim — P

2—-2 0 x2(x—-2)(x+1) =x-2(x+1) 2+1 3
Discontinua evitable en x = 2

S9. Ejercicios: pdg. 260, ej. 21; pdg. 268, ej. 53.
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5. RAMAS INFINITAS. ASINTOTAS

Las RAMAS INFINITAS son tramos de curva que se alejan indefinidamente. Para que
haya una rama infinita es necesario que una de las variables, x o y, tienda a infinito.

Cuando una rama infinita se aproxima a una recta a esta se le llama ASINTOTA.

5.1 ASINTOTA VERTICAL
Silim f(x) = 400 entonces la recta x = ¢ es una ASINTOTA VERTICAL.
X—C

A L. N

X = ;
T = :
'

/N v/

12 En las funciones racionales, igualamos el denominador a cero y resolvemos la
ecuacion para el valor de larecta x = c.

22 Calculamos los limites laterales sustituyendo en valores préximos para conocer la
posicién de la curva respecto a la asintota.

5.2 ASINTOTA HORIZONTAL
Si lim f(x) = Ientonces larectay = [ es una ASINTOTA HORIZONTAL.

x—+too

19 Calculamos el limite de la funcién cuando x — oo para obtener la ecuacién de la
rectay = L.

22 Tomamos un valor grande y otro pequefio para conocer la posicion de la curva
respecto a la asintota.
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Eiemplo: Halla las asintotas verticales y horizontales de la funcién y sitta la curva
respecto a cada una de ellas:

x2+1

x? —2x

f(x) =
Asintotas verticales

12 Igualamos el denominador a cero y resolvemos la ecuacion.

x=0

2 _ — _ =
x“—2x=0-x(x—2) 0_)x—2=0—>x=2
Asintotas verticales:x =0y x = 2

22 Estudiamos la posicion de la curva respecto a cada una de ellas calculando los
limites laterales.

_ (=001 +1 ;
Jm f) =oonz=2- (=00~ T / \
_ 002 +1
Jim, f0) = (00DZ—2-(000) Ce
_ 992+l ]
Jim f() = (1,992 —2-(1,99) / \
2,01)% + 1 o :

xllr%f(x) T (2012 —2-(201)

Asintota horizontal
12 Calculamos el limite de la funcidn cuando x — .

. x2+1 . x? 1 )
= —_—_ == - =
x1—>r£10 x2 —2x xl_)rg x2 1 Y

Asintota horizontal: y = 1

29 Estudiamos la posicion de la curva respecto a la

asintota. ’ . E\
' 1 ' ? ~ —
x2+1 10002 + 1 . et i e P
li + m = =1* ¥ :
x-w x2—2x 10002 —2-1000 : !
— Por encimade 1 v 2 X
. x2+1 (—1000)% +1 - e
ot xZ — 2% (—=1000)% — 2 - (—1000) [\

— Por debajo de 1

$10. Ejercicios: pdg. 261, ej. 23, 24; pdg. 268, ej. 56, 59.
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5.3 ASINTOTA OBLICUA

Si lim f(x) = 00, m = lim% #0yn = lim(f(x) —mx) entoncesy = mx +n
X—00 X—»00 X—00

es

una ASINTOTA OBLICUA.

Ejemplo: Halla las asintotas de la funcidn y sitla la curva respecto a cada una de ellas:

2x2

fO)=——

Asintotas verticales

12 Igualamos el denominador a cero y resolvemos la ecuacion.
x—3=0-x=3

Asintota vertical: x = 3

29 Estudiamos la posicion de la curva respecto a

cada una de ellas calculando los limites laterales. \
29 s |
@) =gy = 3
. 2 (3,1) \
M ) =533 =+ |

14
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Asintota horizontal/oblicua
12 Calculamos el limite de la funcién cuando x — .

2x?
3 = 400 — No tiene asintota horizontal

lim
X—0 X —

mx—wolm X xz — 3x 1
2x? 2x% —2x(x — 3
n = lim(f(x) —mx) = lim < — 2x> = lim ( )
X—00 X—o0o \ X — X—00 X — 3
o 2x*—-2x*+6x 6
= lim = lim =6
X— 00 X — 3 xX—o0 X — 3

La ecuacion de la asintota oblicuaesy = 2x + 6

29 Estudiamos la posicion de la curva respecto a la asintota calculando f(x) — y

2x? 2x2 — (2x +6) - (x — 3) o
—y = —(2 6) = /
fG)—y=—5-(@x+6) popr
_ 2x*—(2x* —6x+6x—18) 18 Ye
- x—3 T x—3
18
lim = 400 J
x>+ X — 3 ’
-3/
18 K
lim = —o00 .
x—>—0 X — 3 /

S11. Ejercicios: pdg. 262, ej. 25, 26; pdg. 268, ej. 60.
$12-14. Ejercicios: Repaso.

S15. Ejercicios: Pre-Examen 7. Limites y continuidad.
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